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PREFACIO

Este volumen de ELEMENTOS DE ARITMETI-
cA, CURSO MEDIO, sigue al VOLUMEN DE LOS
PRINCIPIANTES. El VOLUMEN DE LOS PRINCI-
PIANTES comprende la numeracion y las cua-
tro reglas, el CURsO MEDIO comprende /as -
dades fundameniales y el sistema métrico, la
divisibilidad, las potencias, las waices y las
Jracciones, las wrelaciomes. las proporciones,
las progresiones, los logaritieos y sus apilica-
ciones, la teoria de la conservacion de los ni-
wmevos, la de los nilineros positivos y negatizos
vy una indicacion de la generalizacion de la
aritmética destinada a preparar 4 los alumnos
para el estudio del dlgebra.

Como en el VOLUMEN DE LOS PRINCIPIAN-
TES, hemos juzgado bueno en el CURSO MEDIO
hacer que precediera 4 los diferentes capitulos
una indicacion demostrando claramente el en-
cadenamiento de las ideas objeto de la aritme-
tica. Conviene no olvidar jamas que sucede
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con la ciencia de los numeros lo que con las
otrag ciencias (conocimientos). Su base es cx=
perimental y su objeto es utilitario. Liamamos
particularmente la atencién de los profesores
sobre esta primera parte destinada & guiar su
ensefianza. Los diferentes parrafos deberan
ser repetidos v comentados alternando con el
estudio de los parrafos correspondientes de
las otras partes, v habran de ser revisados ain
al final de los estudios. Los alumnos deberdn
ejecutar frecuentemente ejercicios y redaccio-
nes para asegurarse de que esta primera parte
ha sido bien comprendida por todos.

Corviene insistir particularmente sobre la
conservacién de los numeros v sobre la nocion
de transformismo, que es universal. Si se es-
cribe, por ejemplo, 100 -+ 1 = 101, puede
hacerse observar que no se trata de una uni-
dad «creada», sino que es imposible afadir 4
un grupo una unidad sin que ésta haya sido
tomada de alguna parte donde existia bajo
esta forma 6 bajo otra forma diferente. Del
mismo modo, si se escribe 100 — 1 "
puede observarse que no se trata de una uni-
dad «aniquilada», sino que es imnrosible quitar
de un grupo una unidad sin que esta unidad
sea puesta en otra parte bajo esta forma u
otra diversa.

Hemos adoptado para la sucesién de las
ideas el orden que nos ha parecido mas ldgico.
‘Hemos comenzado por las unidades fundamen-
tales 'y el sistema métrico, como nociones
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nidispensables para los ¢jercicios y problemas
de las otras partes.

Los ejercicios vy problemas colocados al
final de cada parte siguen el orden de los pa-
rrafos que habran de acompafar. Cada parte
termina con un cuadro recapitulativo.

Este CURSO MEDIO puede emplearse lo mismo
para los alumnos de las clases pequedas que
para los de clases superiores. A los profesores
corresponde al hacer sus programas prescindir
para las clases pequefias de las demostracio-
nes mas complejas, que habrin de emplearse
después. Nos hemos esforzado, no obstante,
en poner siempre las demostraciones bajo la
formula mas sencilla.

Para no insistir sobre el objeto practico de
la aritmética, los profesores deberin escoger
sus problemas y sus preguntas en las circuns-
tancias de una vida usual razonable, v, 4 este
efecto, bastard seguir las indicaciones dadas
en nuestros ejercicios y problemas. Cuanto
menos ejercicios y problemas comerciales v
de concurrencia hagan hacer, mejor.

Es de la mayor importancia ensenar 2 los
alumnos 4 que planteen ellos mismos Y03 pro-
blemas, y hacerles comprender bien la supe-
rioridad de un mafemdtico, es decir, del que
sabe contar, calcular y medir, sobre los igno-
rantes, v la supericridad de un mafemzdiico
consczenie, es decir, del que sabe comprender
el valor de 1a matemética (ciencia del calculo
vy de la medida), sobre los inconscieates.
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Todo individuo debe ser preparado desde la
infancia, en su interés como en el de sus con-
temporéneos, 4 concurrir razonablemente y
segin sus fuerzas 4 la seleccién universal de la
substancia en provecho de la substancia huma-
na razonable. Para ello, es necesario estar
iniciado en la alegria del calculo y de la me-

dida.
Agosto, 1905.
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PRIMERA PARTE

La aritmetics, su basge, su objeto

i.a experiencia y la utilidad

Hemos demostrado en otra ocasidn que fodas las
ciencias son experimentales y utilitarias. No puede
ser de otro modo.

En efecto, todos los conocimientos vienen por los
sentidos. Un individuo que naciera privado del uso
de todos los sentidos, no podria entrar en comunica—
cion con el medio exterior ni con su medio interior.
Semejante individuo no conoceria. Todos los conoci-
mientos (ciencias) son, pues, el resultado de la expe-
riencia.

Ademaés, sin la experiencia la vida seria imposible.
Se ha hecho notar que nuestros sentidos no nos en~
gafian, y que la légica resulta de la seleccién natu-
ral. En efecto, un individuo no existe sino porque
todos sus antepasados, en series innumerables, ha—
biendo obrado conforme 4 las indicaciones de sus
sentidos, han durado, se han desarrollads v perpe-
tuado, y asi han podido transmitir 4 los descendien—
tes sus facultades y sus conocimientos, Por lo demés,
la experiencia de todos los instantes nos muestra que
basta descuidar durante un corto espacio de tiempo
las indicaciones de nuestros sentidos para padecer v
hasta para morir. As{ sucederia, por ejemplo, st no
hiciéramos caso de una sensacién de compresion, de
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quemadura, de sofocacidn, ete., etc. La ciencia (co—
nocimiento ) que resulta de la experiencia termina en
la utilidad. Es natural, necesaria, atil.

Se ha hecho observar ademés, que precisamente
esa utilidad préctica de los conocimientos adquiridos
por .los sentidos, ha motivado, desde el origen, su
conservacién y su catalogo, de tal manera, que el
principio de la ciencia se pierde en la antigiiedad

mas remota. Cuando nuestros lejanos antepasados

distinguieron las piedras entre si, reconociendo las
que podian servirles para ciertos usos, comenzaron
asi las primeras clasificaciones mineraldgicas. Cuan—
do distingaieron entre silos vegetales v los animales,
reconociendo 4 continuacién los que podian serles
atiles y los que podian perjudicarles, establecieron
las primeras clasificaciones botéinicas y zoolégicas, ¥
podria demostrarse del mismo modo que el punto de
partida de la quimica, de la fisica y de tedas las cien-
cias puede ser hallado profundizando en la lenta v
penosa acumulacién de la experiencia ancestral.

Puede, pues, afirmarse que todo conocimiento pro.
viene de nociones naturales, experimentales, justas,
l6gicas y demostrables, y que las concepciones so—
brenaturales, en desacuerdo coun la experiencia, ab-
surdas, ilégicas, ¢ indemostrables han sido siempre
obsticulos al progreso y al bienestar. Un individuo
razonable debe, pues, someter todo 4 la comproba-
cion de ios sentidos, debe de hacer fisica, rechazando
la metafisica, es decir, lo que esta fuera de la fisica,
del resultado de la experiencia, de la realidad.

La experiencia v la utilidad en aritmética

Como todas las demas ciencias, la aritmética es ex-
perimental v utilitaria, lo que vamos & demostrar en
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detalle. Todas las nociones que se hallan en sqy base,
lo mismo que todas las que, ¢n un momento dade, se
emplean en €l curso de una demostracion cualguiera,
provienen de la experiencia.

Como veremos, todas las partes de la aritmética
tienen aplicaciones muy numerosas Yy variadas, v
es imposible ocuparse de una ciencia cualquiera sin
el auxilio de la aritmética, ya que en definitiva todas
las ciencias van 4 parar 4 operaciones de medida y
la medida es imposible sin la ciencia de los némeros,

La abstraccion

.l

No ha de confundirse la abstraccién con la merafi—
sica. La abdstraccidn (del latin ABSTRACTU M==5a2/1de
de) es la operacién cientifica por excelencia. No hay
ciencia sin abstraccidn.

Si se llaman cuerpos, cosas G objetos todos los
seres materiales que caen bajo nuestros sentidos, &
dicho maés sencillamente, todo lo que podemos distin-
guir de cuanto nos rodea en un momento dado {con—
siderando que un cuerpo puede componerse de cuer-
pos més pequefios), comprendemos facilmente gue
estudiar los cuerpos es someterlos al examen de
nuestros sentidos y anotar el resultado de este exa
men. Este examen permite darnos cuenta de las se—
mejanzas y de las diferencias de los CUErpos entre
siy de uno 6 varics cuerpos en momentcs difrentes
6 en posiciones diferentes.

Si sometemos un cuerpo al examen sucesivo de
todos nuestros Organos de los sentidos (vista, tacto,
oido, gusto, olfato) podremos notar nuestras sensa—
ciones y las propiedades que tenga ese cuerpo para
impresionarnos de diverso modo. Lo que llamaremos

-~
i

propiedades de los cuerpos, las catalogaremos, refi-
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riéndolas 4 nuestros diferentes sentidos, en propieda-
des de color, de forma, de presién, de temperatura,
de sonido, etc., etc. El conjuntc de esas propiedades
constituird para nosotros la idea de cuerpo, y enton-
ces podremos concebir el cuerpo como un conjunto
de propiedades. :

Habiendo diferentes cuerpos con propiedades co-
munes, es importante, para evitar la confusidn, dar &
estas propiedades comunes un mismo nombre, lo que
ha conducido naturalmente 4 hacer el estudio de las
diferentes propiedades de los cuerpos. Como es impo-
sible estudiarlas todas 4 Ia vez en un mismo cuerpe
6 en cuerpos diferentes, se ha llegado 4 estudiarlas
unas después de otras, es decir, 4 olvidar veluntaria-
mente, por ejemplo, todas las propiedades de uno ¢
de varios cuerpos, con excepcidén de una sola 6 de
varias, para comparar los cuerpos relativamente &
esta & 4 aquellas propiedades,

Olvidar voluntariamente todas las propiedades de
uno ¢ de varios cuerpos, & excepcién de una é de
varias, para pensar Unicamente en esta ¢ en aquellas
propiedades que se quieren estudiar es hacer abs-
traccion. La abstraccién es una operacién que con-
siste en comparar una é varias propiedades de los
cuerpos, omitiendo de intento todas las demés.

Como se ve, fodas las ciencias son abstractas. La
abstraccidn es la esencia misma de la ciencia. No
hay ciencia posible para quien guiere comparar los
cuerpos, conocer sus semejanzas v sus diferencias
considerandolas siempre en conjunto {cuerpo, re-
unién "de propiedades) y sin ocuparse de los detalles
(propiedades).
~ El guimico gue pesa cuerpos en una balanza, es
decir, que voluntariamente olvida por un momento
todas las propiedades de esos cuerpos & excepcidn

A S
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de la del peso, 6 sea la de necesitar cierto esfuerzo
para separarlos de la tierra, esfuerzo que percibimos
por medio de nuestros musculos (tacto) y medir por
medio de una balanza (vista, tacto}—hace zbstrac-
cién con el mismo titulo que el gedmetra que se ocu-
pa, por ejemplo, momentineamente, de la forma de
los cuerpos (vista, tacto) olvidandc voluntariamente
todas sus demds propiedades.

La abstracciéon en aritmética

El caracter de cada ciencia consiste en la 6 las ca-
tegorias de abstracciones estudiadas 6 en la ¢ las
categorias de cuerpos de que se estudia una 6 varias
abstracciones ¢ sucesivamente todas las abstrac-
ciones.

La abstraccién que se estudia en arifmetica es el
numero, es decir, la propiedad que tienen todos
los cuerpos de reunirse en grupos mas ¢ menos im-
portantes.

Principios de la aritmética

Sabemos que la aritmética (del griego ARITMOS=
mimereo, y TECHNE ==clencia) es la ciencia de los ni-
meros. Vamos 4 ver que todos los principios de la
aritmética se derivan de la experiencia.

Se llaman 7dénticos unos cuerpos que no podemos
distinguir los unos de los otros de otro modou que por
su situacidn, lo que equivale 4 reconocer que todas sus
propiedades, excepto las concernientes al hecho de
estar en cierto sitic y no en otro, nos parecen ser las
mismas. Hacemos notar aqui que decir en estas con-
diciones gue dos cuerpos son idénticos, significa sen-
cillamente que si esos dos cuerpos permutasen en 1o
que concierne 4 la situacion, no se podria encontrar



diferencia desde el punto de vista de las propiedades
entre ¢l cuerpo que ocupaba una situacidn v €l que
le ha reemplazado. Sabemos, en efecto, que la situa-
cién modifica las propiedades de los cuerpos. Por
ejemplo, el peso de un cuerpo terresire varia segin la
distancia al centro de la Tierra.

Se llaman Zguales unos cuerpos que consideramos
‘con relacidn 4 ciertos caracteres comunes, omitiendo
voluntariamente todos los deméis. Una botelia de
cristal y una caja cuadrada de maders pueden ser
iguales respecto de su capacidad.

En un grupo de objetos idénticos ¢ iguales, se
llama #nidad uno de los objetos que se encuentra ac-
tualmente entre los otros v que podriamos ver aisla-
damente. Se llama pluralidad el conjunto de los ob-
jetos que forma el grupo.

Se concibe que pueda tomarse una unidad que
forme parte de una pluralidad v colocaria en otro
lugar; que pueda tomarse otra unidad de esa misma
pluralidad y poncrla también en otro lugar, v asi su-
cesivamente. Se concibe igualmente que se pueda
tomar una unidad que se encuentre en oiro lugar v
ponerla con las unidades de cierta ploralidad; que
se pueda tomar otra unidad que se halle asimismo en
otro lugar y ponerla también con las unidades de
esta misma pluralidad, y asi sucesivamenze. De ahi
la idea de que los grupos puedan ser mds & menos
grandes (mayores 6 menores), y la de que conviene
“dar nombres 4 todos los grupos comparando la plu-
ralidad 4 una de las unidades que la forman. Se
llama zd#mero al resultado de esta comparacion.

Se concibe inmediatamente que es necesari
nombres 4 todos los ndmeros y que es precis
el misme nombre 4 los mismos nimeros, so pena &
producir confusiones.

A
ca

da

o
4

Q
4

L
v




La numeracion es la operacidn que consiste en
dar nombres 4 los nimeros. Lstos nombres pueden
expresarse por medio de vocablos sonoros, y ios so-
nidos de esos vocablos representados por palabras.
Eso es lo que se llama wmwmeracion hadlade. Fsos
nombres pueden representarse por signos, que e€s
lo que se llama la numeracion escrita.

Conviene dar nombres 4 todos los nimeros sin ol-
vidar ninguno. A este efecto se comienza por la uni-
dad, v se da un nombre 4 esta unidad. Se le ilama,
por ejemplo, #no, v se le representa por el signo 1.
Se aflade en seguida una unidad 4 esta unidad, y se
obtiene un nuevo ndmero, que se llama, por ejemplo
dos y que se representa por el signo 2. Se contina
afiadiendo asi una unidad al ¢ltimo ndmero obtenido,
a fin de obtener el namero siguiente, y se llega 4
esta nocion: /a continuacion de los nimeros es ilimi-
tada, puesto que puede siempre formarse un nGmers
superior 4 todo nimero dado, afiadiends 4 ese nime-
ro una unidad.

Se verd muy pronto que si se da un nombre dife-
rente y un signo diferente 4 cada ntmerc nuevo, se
tendra una cantidad de vocablos v de signos tan-
grande que seria imposible recordarla., Preciso es,
pues, encontrar un sisfema de nwmeracicsn cOmodo
que permita recordar facilmente los nombres v los
signos que han de darse 4 todos los numeros.

 Un sistema de numeracidén consiste generzlmente
en dar nombres 4 numeros, después & grupos de na-
meros y asi sucesivamente, formando de ese modo
unidades cada vez mayores de ua namero de veces 6
de un nimero variable de veces. Se ha juzgado méas
comodo en nuestros dias escoger unidades cada vez
mayores del mismo ndmero de veces. Este nimero
es de eleccidén. El ntmero de unidades décuples {de
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diez en diez veces mayores ) tiende 4 ser adoptado, y
tiene probablemente su origen en que los hombres han
tenido naturalmente la idea de contar por sus dedos,

Este sistema que actualmente tiende cada vez mis
4 ser adoptado, puede parecer mejor que ningln
otro 4 los que, estando 4 él habituados, pueden difi-
cilmente compararle 4 los otros sistemas desconoci-
dos en la practica, como, por ejemplo, los sistemas
que consistieran en contar por octava, por doce-
na, etc., es decir, que sus unidades aumenten & dis-
minuyan de ocho en ocho 6 de doce en doce. Se ha
hecho notar, por ejemplo, que el sistema duodecimal
(unidades de 12 en 12) ¢ el sistema octaval (uni~
dades de 8 en 8) tienen grandes ventajas. 12 tiene
més divisores que 10, y 8 reproduce la serie tan
frecuente en biologia y en otros asuntor 2, 4, 8, 18,
32, 64, etc. Ademéis 12 v 8 se encuentran tambiftﬁ en
las manos, que contienen (exceptuandc los pulga-
res) 8 dedos y cada una 12 falanjes,

Como quiera que sea, conocido un sistema de nu-
meracion, es ficil concebir los otros. Nuestro Voru-
MEN DE LOS PRINCIPIANTES se funda sobre el sistema
decimal en uso en Espaiia.

Cuando no se tiene méas que una sola unidad ¥
ésta desaparece, lo que queda no es un numero, por-
que no queda nada. Esta idea de «nada» est repre-
sentada por la palabra cero y el signo 0. CF‘RO que
significa en drabe circuio O espacio vaciv, no tiene
valor por si mismo. Cero %o es 17 sum2vo. Esta pa-
labra y el signo destinado & representar esta idea
de «nadaw, tienen naturalmente su lugar en todos
los mstemas de numeracién, donde sirven para desig-
nar un lugar no ocupado. 10 significa una decena y
1o unidades, 208 significa dos centenas, ninguna de-
cena v 8 unidades,




Por otra parte, por grande que sea un grupo,
puede suponerse siempre un grupo mayor; de ahi la
nocién de dnfinito.

Se trata de comprender bien que las unidades
pueden ser de diferentes Grdenes de grandor, pero
que una vez adoptado un sistema, es preciso ate-
nerse 4 sus consecuencias. Habiendo convenido que
en el sistema decimal las unidades son de 10 en 10
veces mayores ¢ menores, la sucesién de esas unida-
des en uno 6 en otro sentido parece, pues, igualmen-
te ilimitada. Se dird una unidad, una decena, una
centena, un millar, etc.; como se dird, en sentido
contrario, un tnimo®, un décimo, ua céntimo; un
milésimo, etc.; perc cada una de esas unidades,
aunque diferentes de las otras, seri considerada
como una unidad y utilizada como tal. Asi como s¢
‘dira: «los cuerpos de todos los seres orgzuizados
estan compuestos de cuerpos més pequenios ilamados
células, las cuales se componen de cuerpos mas pe-
quefios llamados plastidas & de otro modo;» asi tam-
bién se dira: «Las decenas estdn compuestas de uni-
dades mas pequefias llamadas tnimas, las cuales se
componen 6 pueden considerarse compuestas de uni-
dades méis pequefias llamadas décimas, etc.» ¥ ast se
llega 4 concebir la idea de firaccion.

Una unidad cualquiera que forme parte de un
grupo de unidades del mismo orden, puede ser con~
siierada como una fraccién de grupo, y reciproca-

% No hallando el autor aceptables las palabras wio, uni-
dad, primero, para expresar la significacion que tjene en iran-
cés la palabra waiéme, de acuerdo con €l, hemos recurrido al
neologismo espafiol #wmimo, que reune las condiciones gue
exige la idea y que esperamos satisfara a profesores v alum-
nos. — { Nota editorial).



mente se concibe que una unidad de un orden cuzl-
quiera puede ser dividida en cierto ndmero de partes
iguales que constituirdn unidades de un orden infe—
rior. Si, por ejemplo, tenemos unas Mmanzanas, estas
manzanas podrin considerarse come unidades Y po-
dremos contar el nimero de las manzanas. Si, por el
contrario, cortamos todas las manzanas eq dos partes
iguales, tendremos unidades de un orden inferior,
mitades, y podremos contar el nimero de las me‘ias
manzanas, como antes pudimos contar el nimero de
los tnimos de manzanas. Asi podriamos contar los
tercios, los cuartos, los quintos, etc., si cortasemos
cada manzana en 3y 4, 5, etc., partes iguales. Ob-
servaremos ademas que en la numeracién decimal,
diez décimos valen una unidad del orden superior,
valen un dnimo, y que un tnimo dividid- en 10 partes
vale 10 décimos; del mismo modo, si en lugar de divi
dir Ia unidad en 10 partes, la divido en 3 partes, 3 de
€sas partes valdridn una unidad, y una unidad valdes 3
de esas partes. Podria decir: «Un unimo vale 2 me-
dios, 3 tercios, 4 cuartos, 5 quintos, etc.; v recipro-
camente: 2 medios, 3 tercios, 4 cuoarios, 5 quintos
valen un Unimo. »

Llamaria, pues, FracCCION wna & varids partes de
la unidad dividida en paries iguales, v de unz ma-
nera completamente general, podria considerar un
aumero dado como una unidad, y partes iguales de
este numers como fracciones. (Una de esas partes se
Uama parte alicuota. Ejemplo: Podiia Jividir el na-
mere 12, tomado como unidad, en 1, 2, 3, 1, 8,012
partes iguales, y, segin el caso, tendria 2, 3, 4. 5 &
12 partes alicuoctas de 12). El hecho de tomar una &
varias de esas partes me conducird 4 constituir una
fraccién. Por ejemplo: 3 unidades, 1 medio. 3 cuar-

13

s, 11 dozavos, etc., v esto me conduciria & com-
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prender que todos los nimeros pueden ponerse en
forma de fracciones,

Se ha convenido en lamar numero entero al que
no contiene mis que unidades de cierss f}réen ¥
ninguna unidad de orden inferior, como 1, 2, 3, 3,
unidades, etc., seran nimeros enteros, Se ha con-
venido en llamar fraccion todo ndmero gue no con-
tiene sino partes alicuotas de unidades de un orden
considerado, como cuatro quintos, seis novenos serdn
fracciones. Se ha convenido en llamar nimero frac-
cionario €l que contiene unidades y fracciones de uni-
dades de un orden considerado, como uno y tres
cuartos, siete v dos quintos seran nimeros fraccig-
narios.

Conservacion v transformacion de loc ni-
meros.

Todo lo que precede y el conjunto de la aritméuca
nos muestra que los numercs se conservan y se
transforman, lo que no nos sorprendera, puesto que
la aritmética es una ciencia experimental, v la ide
de ntimero nos viene de la idea de cuerpo, ¥ todos
los conocimientos humanos estan presentes para
mostrarnos que la substancia (materiz-energia;, de
Gue estan formados los cuerpos
ni destruida.

[th

, 0 puede ser cre ada

El hecho de gue una unidad de cierto orden repre-
sente una fraccién del orden superior » cleric nome-
ro de unidades del orden inferior, bc-s;,a para mos-
tramos el transformismo de los nmeros.

recer, se transforma y va 4 formar par: de agrupa-
cicnes de Srdenes superiores, inferiores ¢ iguales.
Ejemplos: tengo una manzana en un cesto; afado
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Otra manzana; la nueva manzana que aparece no es
una unidad creada por mi, sino que proviene de otra
agrupacién de unidades, es decir, de la agrupacién
de manzanas de un arbol.

Pero podra decirse, este 4rbol no contenia en la
primavera ninguna manzana, es decir, ninguna uni-
dad del orden de los dnimos y ha aparecido cierto
nimero de manzanas, las cuales no han sido creadas;
provienen de las reuniones de unidades de érdenes
inferiores que se han agrupado en Gnimos, es decir,
en manzanas. Estas unidades de 4rdenes inferiores
representan esas substancias que provienen de la
tierray de la atmésfera, y que, elaboradas por el
drbol se han. agrupado en un punto dado y por su
reunién, han constituido la manzana.

Asi también, si tomo la manzana y me la como,
esta unidad no habrd desaparecido realmente; se
habri transformado en unidades de 6rdenes inferio-
res. En efecto, las diferentes substancias gue cons-
tituyen la manzana se habran dispersado en un or-
ganismo y habran ido 4 formar parte de agrupaciones
variadas qne podran ser consideradas como agrupa-
ciones de unidades de 6rdenes inferiores al del
unimo manzana, )

Lo que se llama las matematicas, v que en realidad
no son sino capitulos de la ciencia de los nameros que
todo el mundo deberia conocer, confirman y explican
lo que precede v son rara vez comprendidas por los
metafisicos actuales, que las conocen, pero no se han
dado cuenta del transformismo universal, v se imagi-
nan que los nimeros han sido creados de golpe por
el cerebro y no corresponden 4 realidades obietivas,

El transformismo de los ndmeros es de tal manera
cierto, que se pueden determinar sus leyes, gue son
las siguientes:
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Ningiin niimero se pierde;
Ningiin nitmero se crea;
Todos los niimeros se transiorman.

UN NUMERO QUE APARECE O DESAPARECE REPRE-
SENTA, SEA LA TRANSFORMACION DE UXNIDADES DE
4RDENES SUPERIORES QUE SE DIVIDEN PARA AGRUPARSE
EN UNIDADES DE ORDENES INFERIORES; SEA LA TRANS—
FORMACION DE UNIDADES DE ORDENES INFERIORES
QUE SE UNEN PARA AGRUPARSE EN UNIDADES DE OR-
DENES SUPERIORES; SEA LA DISLOCACION DE GRUPOS
DE UNIDADES DEL MISMO ORDEN QUE VAN A AGRUPARSE
DIFERENTEMENTE. |
La ley que precede y que llamaremos Zgy «e con-
servacion de los nimeros es completamente general
y no sufre ninguna excepcién. Toda la experiencia
humana la confirma. Una vez bien comprendica, im-
posibilita las interpretaciones metafisicas de las for-
mulas de la aritmética, del dlgebra y de las matema-
ticas llamadas superiores; permite seguir todos los
fenémenos de la naturaleza (fisicos, quimicos, biols-
gicos, etc.) dandose cuenta exacta de ellos. Sin ella
es imposible concebir racionalmente la fisica mate-
matica.

Las seis operaciones elementales de la arit-

mética.

Concebimos ahora los ntmeros como un medio
cémodo de dar nombres 4 los diferentes cuerpos de
la misma naturaleza, & fin de permitir la clasificacidn
de esos grupos, de ver si son iguales y en gut dife—
ren. Veremos en la continuacién que toda operacion
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de aritmética se reduce 4 hallar el nombre que ha de
darse 4 un grupo que se forma 6 que se modifica.

Si se considera, por ejemplo, la operacién llamada
adicion, se vé que su punto de partida consiste en
la idea de tomar sucesivamente todas las anidades de
una pluralidad 6 de varias pluralidades para ponerlas.
con las unidades de otra pluralidad, v que entonces
se hace indispensable hallar el ndmero resultante de
la nueva pluralidad procedente de lz agrupacién de
dos 6 varias pluralidades distintas. Hallar el nimero
de esta pluralidad nueva es el objeto de la adicidén.
Podemos, pues, definir la adicidn, una operacidn que
consiste en hallayr rdpidamente el niimero resultante
de una pluralidad formade de varias pluvalidades
reurnidas en una sola. Laadicién es una operacién de
reunién, de composicién, de sintesis.

Se percibe inmediatamente que no se puede afiadir
una ¢ varias unidades 4 un grupo, si esas unidades
no han sido tomadas de otro grupo, lo que eguivale
4 decir que la idea de adicidn implica la idea de sus-
traccion y reciprocamente. En efecto, para explicar
la adicién hemos debido tener la idea de tomar suce-
sivamente todas las unidades de una pluralidad para
ponerlas en otra parte; pero podemos también tener
la idea de no tomar sino cierto némero de esas uni-
dades (y no todas) para ponerlas en otro lugar.
Sera entonces indispensable que modifiquemos el
nombre de la pluralidad de la que se hanm retirado
unidades. 'Hallar ese nombre nuevo queg ha de darse
4 esa pluralidad modificada es el objeto de la sustrac-
cion. Podemos, pues, definir la sustraccisn una ope.
ryacion que consiste en hallar vapidamente el nombre
que ha de darse d una pluralidad de Iz gue se ha
retirade ciertas wunidades para ponerizs ez 0iro
luga:. La sustraccitn es una operacién de desunidn

m
-




de descomposicidon, de analisis. Es la inversa de la
adicion. Ademads, toda adicién implica sustraccidn,
toda sustraccidn implica adicién. Afiadir alguna cosa
4 alguna cosa, significa que se ha tomado alguna
cosa de alguna parte. Sustraer alguna cosa 4 zlguna
cosa significa que se ha de poner alguna cosa en
otro lugar.

Por dltimo, observaremos que la adicién v la sus-
traccién son ya operaciones de numeracidn, puesto
que en Gltimo resultado no hacen mis que modificar
agrupaciones y dar nombres 4 esas agrupaciones
modificadas, y en esto consiste la numeracion. Pode-
mos, pues, decir, que la adicion y ln sustraccics sox
casos particulares de la numeracicn.

Sabemos agrupar pluralidades compuestas de un

-

nimero cualquiera de unidades y hallar riyidamente
el nombre que representa la suma de las pluralida-
des reunidas. Hemos encontrado el medio de hacer
esto, sin que nos sea necesario contar unz por una
todas las unidades de las pluralidades reunidas; v asi
mismo sabemos también quitar cierto grupo de uni-
dades de una pluralidad y hallar el nombre que ha
de darse 4 la pluralidad modificada, gue representa la
diferencia entre las dos pluralidades primitivas. He-
mos encontrado el medio de hacer esto, sin haber de
descontar una por una todas las unidades quitadas, v
vemos asi que es posible hallar medios sencillos v ré-
. pidos, no sélo de CONTAR, sino de CALCULAR, es decir,
de darnos cuenta de diversas combiraciones de agru-
paciones de unidades y del partido gue puede sacarse
de esas combinaciones {(la palabra edlenio viene del
latin CALCULUS == piedrecita. Primitivamente los hom-
bres calculaban en ciertos lugares v en cieras épocas
antiguas por medio de piedrecitas). La adicién v la
sustraccidon son ya medios poderoscs de comparar



los grupos entre si para ver si son iguales 6 en qué
difieren. Puede haber necesidad de comparar dos
grupos entre si, 6 un grupo con varios otros, ¢ varios
grupos con otros grupos, y la comparacién répida
seria imposible si no se supieran hacer sumas y dife-
rencias.

El estudio de las combinaciones de los nfimeros
(cilculo) conduce naturalmente 4 hallar simpﬁﬁc&ci{}-
nes de todas clases. Hemos visto que la adicién v la
sustraccion eran casos particulares de la numeracion.
Otro tanto puede decirse de todas las operaciones de
calculo, y afiadiremos que hay casos particulares muy
importantes de la adicién y de la sustraccién que se
laman multiplicacién v divisién.

En efecto, se puede tener la idea de afiadir junto
cierto nimero de pluralidades, compuestas todas del
mismo ndimero de unidades, y entonces puede bus-

- carse el medio de hallar ripidamente el nombre que
ha de darse 4 la pluralidad que representa el con-
junto de pluralidades afiadidas; por lo que puede defi-
nirse lz multiplicacion (caso particular de lo adi-
cion ), una operacion que consiste en hallay vdpida-
mente el nombre que ha de darse @ una pluralidad
Sormada de varias pluralidades iguales reunidas en
una sole. La multiplicacién, como la adicién, es una
operacion de reunidn, de composicién, de sizfesis.

Hay que observar que reunir en una sola varias
pluraiidades iguales, equivale 4 repetir el nimero
que representa las unidades de una pluralidad tan-
tas veces como haya pluralidades, 6 también & repe-
tir el nimero de las pluralidades tantas veces como
haya unidades en una pluralidad. En coasecuenciz
suele definirse «la multiplicacién es una operaciéa que
consiste en repetir un nlmero lamado mulfisiicando
tantas veces como hava unidades en otro niimero lla-
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mado multiplicador.» Convendria afiadir «y 4 encon-
trar rapidamente el nombre que ha de darse al ndmero
lamado producto que resulte de esta operacion.» Es
de notar ademds que en las diferentes definiciones par-
ticulares hay lugar siempre 4 ver en qué consiste la
particularidad. Tal es lo que sucede cuando se trata,
por ejemplo, de multiplicar 6 dividir fracciones entre
si. Por lo demés, para evitar los erroresde interpre-
tacién, conviene dar ejemplos. Asi, para justificar las
definiciones anteriores se pueden dar los ejemplos
siguientes: «Dados 8 cestos de manzanas, conte-
niendo cada uno 22 manzanas, icuantas manzanas
habra en conjunto?» Vemos en esto pluralidades dis-
tintas, compuestas todas del mismo nimero de uni-
dades, y que se trata de reunir para hallar el fofa/
de los totales iguales 0 producto, Otrs ejemplo:
«Oyese un martillo que da cierto ndmero de golpes
y hace una pausa para golpear de nuevo, y de ese
modo se han oido 8 series de 22 golpes cada una,
¢cudnios golpes ha dado en conjunto el martillo?
Aqui se trata evidentemente, por asimilacior, de

 imaginar pluralidades distintas (series}, compuestas
‘todas del mismo ntmero de unidades (golpes} igua-

les. La asimilacién permite aplicar unas mismas defi-

. niciones 4 todas las operaciones que se hacen por

los mismos procedimientos é que son equivalentes.
Hemos visto que adicién implica sustraccidn ¥
reciprocamente, asi también multiplicacién implica
divisién y reciprocamente, puesto gue, CUMO Yamos 4
ver, la divisién es el caso particular de la sustrac-
¢ién, que corresponde exactamente zl caso particular
de 1z adicidén que es la multiplicacidn.
Sabeinos, en efecto, retirar este numero de unica-
des de una pluralidad para ponerla en otro lugar v
hallar rapidamente el nombre que ha de darsea la
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pluralidad disminuida. Se puede tener la idea, dada
una pluralidad, de quitar sucesivamente de ella gru-
pos compuestos todos del mismo nitmero de unidades,
y de hallar ripidamente el nombre que ha de darse,
sea 4 los diferentes grupos iguales, sea al ndmero de
los grupos. Puede definirse as{ la divisién [caso par-
ticular de la sustraccion), una operacion que consiste
en hallar ripidamente, sex el nombre de las diferen-
les pluralidades iguales que componen cieria plura-

lidad, sea el nombre del nimero de esas pluralidades

zguales. La divisién, como la sustraccidn, es una
operacion de dfzsumon de descomposicién, de and-
AN

Es de observar que separar una plaralidad en va-
rias pluralidades iguales, equivale & buscar, segdn
una definicién dada habitualmente, «cuantas veces
un namero llamado divisor estd contenido en otro
namero lamado dividendos; convendria afiadir «v 4
hallar rapidamente el nombre que ha de darse al nd-
mero llamado cocrente, que resulta de esta opera—
cién.y

Conviene comprender que adicién y sustraccin,
multiplicacién y divisién (y después, como veremos,
potencia y raiz) resultan respectivameme de una sola
y misma combinacion de niimeros considerada desde
un punto de vista inverso. Se dira, por ejemplo, muy
justamente, considerando 3 nameros, «el primero
afiadido al segundo dado el tercero {adicidn)s, v se
dira, considerando los mismos nimeros, que en con-
secuencia, el tercero, disminuid@ del segundo, da el
el primero {sustraccidn). 8§ 4 2=10y 10 —2=2%,
Asimismo puede CuI‘C'CDII‘S‘" gque, dado un producto
de dos factores, puede, conociendo el producte v vno
de los factores, hallarse el otro {divisién) 3 X 2
=8y 6:2=3,
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- tiplicacidn tinplica division, potencia implica raiz

A la numeracion y 4 las cuatro reglas (adicion,
sustraccion, multiplicacidon v division; se limita nues-
tro volumen de aritmética de los principiantes, El
volumen actual le continda. En este rapido bosquejo
¢l conjunto de la aritmética elemental, indicaremos
solo la continuacién de las ideas que se desarrolia—
ran después en el curso de las diferentes partes.
Senialemos desde luego que en el curso de la tercera
parte se hallard la teoria de las potencias v raices
que completan el conjunto de las seis operaciones
elementales de la aritmética.

Partiendo de la adicién y de la sustraccidn, casos
particulares de la numeracidn, hemos sido conduci-
dos 4 la multiplicacién y 4 la divisién, casos partcu-
lares de la adicidn y de la sustraccidn. Las poiencius
y las raices son casos particulares de la muitiplica-
cion y de la division.

Se entiende por potencia el producto de un winero
multiplicado por el mismo cierto nimero de wveces.
Hallar rapidamente el nomébre que ha de davse ¢
este producto se llama elevar el nimero G cierta
potencia. En-efecto, puede llegar el caso de haber
de efectnar multiplicaciones cuyos factores {mul-
tiplicando, multiplicador) sean iguales, de manera
que una potencia puede ser considerada como
el producto de varios factores iguales. La elevacién
a potencias, casos particulares de la multiplicacion,
€s una operacicn de reunién, de composizisn, de
Sintesis.

En sentido inverso, puede llegar el caso, dado un
numero, de hallar los factores iguales de los cuales
es products. Uno de estos factores iguales se consie
dera entonces como la »aiz del namero. Se ve, que
lo mismo que adicién implica sustraccién y gue mul-
,
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y se puede definir Ja raiz es fodo nimero que, -
tiplicado cierto nimero de veces por si mismo, pro-
dice otro mimero lamado fofencia. I.a extraccidm
de raiz de un nimero, que podria Hamarse radica-
cion, es una especie de division (6 de serie de divisio-
nes) en las que el (3 los) divisor & divisores y el
cociente han de ser iguales y han de hallarse pﬁ' 271
procedimiento vapido. Ejemplos: 3263 X 3 =9 v

V9 69:8—3; z-ﬁéz“:x@x@—-—sv;f/'é“és-
2 1 2 = 2. La extraccién de raices, caso particular
de la divisién, es una operacidén de desunidn, de des-
composici6n, de analisis. |

Observemos, por ultimo, que la elevacidn 4 poten-
cias y la extraccién de raices son casos particulares
de la numeracién, puesto que se trata, en un caso,
de hallar rédpidamente el nombre que ha de darse4 un
conjunto de grupos iguales formados de grupos igua-
les, y, en otro caso, de hallar répidamente el nombre
que ha de darse & uno de los grupos ignales que for-
man parte de ese conjunto de grupos iguales forma-
dos de grupos iguales. |

Las seis operaciones elementales de la aritmética,
cuyos cuadros damos mas abajo, dan va una idea de
- la fecundidad inmensa de las combinaciones de nd-
meros y del partido que de ellas puede sacarse,




CUADRO RECAPITULATIVO

NUMERACION

Caso particular del lenguaje hablado vy escrits, que
consiste en hallar rédpidamente un ndmero y un

signo para cada grupo de unidades; los grupos
compuestos del mismo nimero de unidades han de
tener los mismos nombres v signos; los grupos
compuestos de un nimerc diferente de unidades
han de tener nombres v signos diferentes.

SINTESIS (reunion)

Adicidon, caso particular de
numeracién, que consiste
en hallar rdpidamente ¢l
nombre que ha de darse 4
una reunion de unidades o
de pluralidades; implica la
sustraccién;

Multiplicacion, caso parti-
cular de adicidén, que con-
siste en hallar rdpidamente
el nombre que ha de darse
a4 un grupo de grupes
1guale5' 1mp11f‘a Ia divi-
sion;

Elevacidén a potencias,

caso particular de multi-
plicacién, que consiste en
hallar rapidamente el nom-
bre que ha de darse a4 un
conjunto de grupos igua-
les formados de grupos
iguales; implica la radica-
cibn.

Sustraceidn, caso particuiar
i

Radicacién,

ANALISIS (desunion)

de numeracién, GU-’*C GRISE
en hallar mmd,_dz nie
nombre que ha de darse
una piuraudau modificad
por la desunidn de cierto
nuamero de unidades; im-
plica la adicidn;
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Divisibilidad

Si se divide un grupo de unidades en cierto ni-
mero de grupos iguales, ¢ bien la operacién puede
hacerse exactamente, ¢ nos hallamos en presencia de
un resto compuesto de unidades insuficientemente
numerosas para formar un grupo igual 4 los otros.
En el primer caso se dice qus el nimero dividendo
es divisible exactamepte (6 por abreviacidon divisiéle)
por el nimero divisor; en el segundo caso se dice
que el nimero dividendo zo es drvisitle (sobreenten—

para
cione
poné
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de i

dido exactamente) por el ntmero divisor. Basta una la d
mirada sobre las tablas de divisién (véase volumen il
de los principiantes pag. 140) para darse cuenta de plifi
que la mayor parte de las divisiones dan restos.

Como la divisién implica multiplicacidn, decir que Fra
un numero es divisible por otro =s decir que es m#/- -
tiplo de ese otro. Ejemplo: 27 es divisible por 3 Y
puesto que 27 : 3 == 9, resta §; y 27 es muliplo de g o
3, puesto que 9 X '3 == 27. iguc

El estudio de la multiplicacion y de la divisidn sior
conduce, pues, naturalmente al estudio de los casos F
en que las divisiones dan 6 no dan resto. Es, en aLv]
efecto interesante, poder reconocer por un medio nos

rapido st tal ndmero es divisible por tal otro. Jra

Se ve inmediatamente que los caracteres de divisi- der
bilidad comunes & todos los nimeros consisten en gue ws
son todos divisibles por ellos mismos v nor la unidad. dic
Cuando un ndmero no tiene otro divisor que £l mismo re
v la unidad se le llama wmemero primo. Cuando dos
O varios ntimeros no tienen ofro divisor comun que 31
la unidad, se les llama numeros primos entre si. Y tes
por el estudio de la multiplicacidén v de la divisidn et
hemos llegado légicamente 4 reconccer que, desde el

punto de vista de la diwssibilidad, cada ntmero tiene
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propiedades especiales con relacidn & los otros, v 4
clasificar metddicamente esas propiedades, todas las
cuales tienen su aplicacidn practica. Una de las maés
conocidas es la utilizacién de la divisibilidad por ¢
para hacer rapidamente la prueba de las multiplica~
ciones y de las divisiones. Toda teoria justa corres—
ponde 4 una préictica 1atil que suele percibirse in-
mediatamente. Puede también no percibirse hasta
después una utilizacién; asi, por ejemplo, los servi-
cios que puede prestar la teoria de la descomposicion
de un numero en sus factores (0 divisoresj primos,
la del mayor comun divisor, la del minimo comaiin
maltiplo, etc., que se utiliza, por ejemplo, para sim-
plificar fracciones.

Fracciones

Ya hemos definido (pag. 23) las fracciones «una
6 varias partes de la unidad divididz en parfes
zoualesy. Veremos que sirven para medir las dimen—
siones menores que la unidad.

Puede concebirse una unidad como pudiendo ser
dividida en un nimero cualquiera de partes iguales;
nos hallamos entonces en presencia de las llamadas
JSracciones ordinarias. Se ha convenido en llamar
denominador, &l nimero que indica én cuantas par—
tes estd dividida la unidad, v namerador ¢l que in-
dica el numero de partes. Por ejemplo; 2n la fracciéa

., 3 .
tres cuartos, que se escribe e 4 es denominador v

3 numerador. Si se concibe la unidad dividida en par-
tes divisibies por 10 {(por ejemplo, en 10, 100, 1000,
etcéters, partes iguales) nos hallamos en presencia
de fracciones lamadas decimales.

Hemos hecho notar (volumen de los principiantes
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pag. 79) que no basta, después de haber heche una
divisidn, indicar sencillamente el resto, diciendo, por
ejemplo, 164 : 8 == 20 y resta 4; sino gue ha de de-

] 4
cirse 5 porque en este caso quedan 4 cosas pari

repartir entre 8.

Es interesante estudiar los grupos de fracciones,
como se han estudiado los grupos de ndmeros la-
mados enteros y que en realidad no son sino unida-
des de orden superior. Este estudio conduce 4 hallar
las reglas por las cuales se puede hacer ripidamente
sobre las fracciones (grupos de orden inferior), las
mismas operaciones que se hacen sobre log nimeros
enteros. ’ '

Se concibe, pues, la numeracidn de las firacciones
y la posibilidad de comparar unos grupos entre si y
con nimeros enteros (grupos de unidades} para per-
cibir sus semejanzas ¢ sus diferencias. Al efecto, es
importante que se puedan poner los diferentes gru-
pos bajo la forma méas sencilla ¢ la mas ¢dmoda v se
lega & la simplificacion de las fracciounes, 4 la
reduccion de las fracciones al mismo denorinador,
4 la reduccion delas fracciones alminimno deno-
minador comin.

Puede observarse de un modo general, que una
fraccidon ordinaria puede ser considerada como el
enunciado de vna divisién que haya de operarse, ¥
‘se comprenderan todavia mejor las fracc’caes cuando
se hayan estudiado relaciones. ‘

Cuanto mas avanzamos en la aritmética, mejor v e~
mos cuanto varian las propiedades de un grupo de
unidades, segln la cantidad y el orden de dimensién
de las unidades. Lo mismo sucede respecto de la in—
mensa variedad de substancia de la naturaleza. Cual-
quiera que sea el aspecto bajo el cual se le

consi—

n




dere (substancia cdsmica, minerales, vegetaies, ani-
males ), sus propiedades varian segin la cantdad y
la naturaleza de las unidades que les componen.

La nocidon de relacidn y sus consecuencias
en aritmética

Poseemos ya medios seguros de comparar entre st
los diferentes grupos de unidades del mismo orden y
de 6rdenes diferentes. Estos medios se refieren todos
en definitiva 4 la nocién de relacidon de la que €3
preciso estudiar en detalle las consecuencias. Esta
nocién que resulta, en cfecto, de la comparacitn de
grapos, permite establecer las diferencias, seguir la

w

modificaciones de los grupos que dependen unos de
otros v hallar asi{ la solucién ficil de un rimero
grandisimo de problemas, lo mismo que simplifica-
ciones importantes en los calculos.

De una manera general, una relacién es el resul-
tado de una comparacién. Como la arirmetica se
ocupa de los niimeros, una relacidn entre dos nime-
ros es el resultado de su comparacidon., Rl resulia
mas sencillo de la comparacién de dos nimeros £s la
juxtaposicién. Permitiendo esta juxtaposicidon ver
inmediatamente cuales son el mayor v el mf:n@r} es
natural preguntarse en cuanto el uno excede al wiro,
y, bajo esta forma {21-3) esta relacidn se llama se—
lacion por diferencia ¢ relacion aritmetica.

Se puede tener también la idea de comparar los
dos numeros separando el segundo c’ie? ﬁr:tﬁﬂ*rm no
s6lo una vez, sino tantas veces como sea posible: v

21
bajo esta torma i—g la relacion se llama reiacion
por cociente O relacion geomelyica, ¢ Simplemznie et
lacicse.



Asi comprendida, la relacién de dos ntmeros es
el ntimero que expresa cuantas veces el primero con-
tiene al segundo, y veremos después que puede lla—
marse de una manera general, relacién entre dos
dimensiones de la misma especie la medida de la
primera, tomada la segunda como unidad.

Puede tenerse la idea de comparar estas relacio-
-nes entre si. De este modo hemos tenido primera-~
mente la nocion de los cwerpos, hemos comparado
entre si y hemos tenido la nocién de cuerpos identi-
cos y de cuerpos iguales; hemos comparado, en un
grupo de cuerpos idénticos 6 iguales, el conjunto
del grupo (pluralidad) 4 unode los cuerpos (unidades)
y hemos tenido la nocidon del nwmero, que puede ser
ya considerado como una relacion (resultado de la
comparacién entre la pluralidad y la unidad); com~
parando ahora relaciones entre si, llegamos 4 la
nocién de relaciones iguales y llamamos proporcion
4 la reunién de dos relaciones iguales.

Del mismo modo que hemos estudiado las propie--

dades de los nimeros, asi también pueden estudiarse
las propiedades de las relaciones y de las propor-
ciones, y se puede tener idea de comparar unas
proporciones entre si. Se llama progresicn una con—
tinuidad de relaciones iguales y pueden estudiarse
las propiedades de las progresiones.

Se ve que, puestc que unas relaciones pueden ser

por diferencia b por cociente, las proporciones {que -

estan formadas de relaciones) y las progresiones (que
estan formadas de proporciones), pueden ser también
por diferencia ¢ por cociente y se puede tener la
idea de comparar 4 progresiones por diferencia 4
progresiones por cociente. Se llaman Zogaritmos
unos numerss en proporcién aritmética que respon—
den término 4 término 4 unos némeros en propor—
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cién geométrica, y se pueden estudiar las propiedades
de los logaritmos.

Xl estudio de estas propiedades ha conducido 4 la
construccion de #ablas de logaritmss, Gue no son
sino tablas de progresiones, en que unos naumeros,
en proporcién aritmética, responden término & tér—
mino, & unos numeros en proporcién geométrica.
Estas tablas permiten simplificar considerablemente
los calculos, reemplazando multiplicaciones y divi-
siones por adiciones y sustracciones; elevaciones a
potencias y radicaciones por multiplicaciones y dzva—-.
siones.

Todos esos conocimientos han sido adquiridos’
poco & poco por las generaciones que se han suce-
dido &4 cada momento; conviene que los hombres
puedan medir el camiro recorrido por la ciencia,
que se aumenta siempre CON nuevos conocimientos.

Las aplicaciones practicas de todas las reglas que
resultan de la teorfa (y ella & su vez resulta de la
experiencia), son en extremo numerosas. Desgracia-
damente, en la sociedad actual son utilizadas en su
mayor parte por la concurrencia para la lucha entre
los humanos, en lugar de serlo para la ayuda mutua,
para el compafierismo. Siendo nuestra época un pe-—
riodo de transicidon, hemos creido que deblamos in-
dicar los usos actuales, distinguiendo los buenos de
los malos; vy sefialar los usos que deberan adcoptar los
individuos razonables, deseosos de que cesen las
luchas mortiferas para entregarse a la alegria de la
fraternidad. No extrafiari, pues, hallar ain en este
volumen parrafos destinados & desaparecer de las
aritméticas del porvenir.

Conviene, sin embargo, observar que el conoci—
miento de una regla de calculo es siempre Gtil. Asi
como se puede con un buen cuchillo cortarse cruel-
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mente 6 mondar una fruta sabrosa, asi también las
diversas reglas, mal aplicadas actualmente, pueden
aplicarse con discernimiento & Gtros usos.

En la sociedad actual, los hombres suelen hacer
casi exclusivamente un uso comercial de Jas reglas
de tres, de las particiones proporcionales, etc. Las
reglas. de sociedad, de interes, de descuento, de me-
dias, de aligacion, y muchas otras sirven en nuestra
¢poca para la explotacidn humana. Conviene darse
cuenta de ello vy concebir la utilizacién razonable de
la aritmética.

No hemos dejado de sedalar de paso el valor de
las térmulas de generalizacién y su wtilidad.

Generalizacion de la aritmética, el dlgebra

Sabemos dar nombres & los grupos de cuerpos,
segulr esos cuerpos en sus diferentes transforma—
ciones y dar nombres 4 los grupos transformados por
la acci6n de poner ¢ quitar unidades 6 porciones de
unidades, 0 por la agrupaciéon de unidades que for-
man parte de grupos en grupos de unidades dé Or-
denes diferentes. Habiendo escogido un sistema
comodo de numeracién, hemos hallado medios faci-
les de aplicarle en las diferentes cif‘cunstancias, de
simplificar las operaciones, de ganar tiempo vy de
disminuir nuestro esfuerzo. Sabemos resolver pro-
blemas y hemos tenido la idea de hallar f6rmulas que
nos permiten, dado cierto problema, notar, por me—
dic de signos, las diversas operaciones necesarias
para resolver todos los problemas del mismo género.
Esta idea es el punto de partida del algedra. El al—
gebra (del arabe AL—-DJABER = clencia de las resti-
fuciones ) no es mas que la aritmética generalizada.
Esta generalizacidn es tal, que permite calcular no
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solo los ntmeros de un sistema de numeracidn, sino
también los nimeros expresados de cualquier ma—
nerd.

En el algebra los numeros se representan por
letras tomadas arbitrariamente. Las letras se acom-
panan de simbolos que indican el género de agru-
paciones gue representan (agrupacién que ha de
afiadirse una vez ¢ varias, agrupacidn que se. ha
de disminuir una vez ¢ varias, etc.) Estas letras y
estos simbolos permiten identificar suficientemente
los grupos v seguirlos en las diferentes manifesta—
ciones de agrupacién. Los simbolos se modifican,
segdn las circunstancias, conforme 4 reglas ldgicas,
hasta la agrupacidn final de letras v de simbolos que
constituyen una férmula general aplicable & todo un
conjunto de problemas.

En algebra se consideran grupos que deben ser
iguales v que comprenden dncognitas. Se trata de
determinar las diferentes operaciones que han de
efectuarse para hallar el valor de las incégnitas en
las ecuaciones (expresiones de la igualdad existente
entre varias cantidades equivalentes).

Nocion de medida, utilizaciéon de la aritmé-
tica, ciencia de los nfimeros continuos
para medir los grandores discontinuos

Sabemos que el resultado de la comparacidén entre
una pluralidad y un objeto que forma parie de esta
pluralidad es un numero de objetos, y que un numero
puede siempre servir para formar otro numerc {por
ejemplo, afiadiendo una unidad ). Un numero cual-
quiera esia, pues, siempre compuesto de unidades
distintas v separadas las unas de las otras. Este ca—
racter se llamea discontinuidad.



Al contrario de los niimeros, vemos que los gran—
dores pueden aumentar ¢ disminuir por intervalos
tan pequeiios como se quiera. Ese cardcter se llama
continuidad.

Ejemplo: Un grupo de vasos llenos de agua, for-
- man un numero- discontinuo de vasos de agua; el
agua de esos vasos echada en un tonel, es cierto
grandor de agua. Se puede confar el nfimero de
vasos de agua, no puede contarse el grandor del
agua del tonel, pero se le puede medsr, contando el
nimero de vasos de agua, es decir, comparando la
porcion de espacio ocupado por el agua del tonel
con cierta porcidn de espacio, escogida como tipo, ¥
que es la capacidad de un vaso.

Medir un grandor es compararle con un grandor

de la misma naturaleza tomada como tipo (unidad).
Se ve que una medida puede referirse asf 4 la com-
paracidon de una unidad con una pluralidad, y que,
en consecuencia, el resultado de una medida puede
CXpresarse siempre por un ntmero. Una medida es
una relacién, entre grandor y una unidad de grandor.
La relacién de dos grandores de la misma especie es
la medida de la primera, siendo tomada la segunda
como unidad. | -

De esa manera la medida de los grandores se halla
referida 4 sencillas operaciones de calcule de la in-
cumbencia de la aritmética, y la descripciér de las
unidades escogidas, como las operacionez 4 que dan
lugar, pueden figurar como un capituic de la ciencia
de los nGimeros. ,

La eleccién de las unidades tiene grandisima im-
portancia, y cuando los hombres sean razonables
tendrdn seguramente un sistema uniforme de medi-
das que sera lo més cémodo. Se han podido deter—
minar ya algunas wnidades fundamenicles de las que
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derivan todas las otras, v que son las uuidades C G S
(centimetro, gramo, segundo), que se refieren 4 las
ideas de longitud, peso y duracién, correspondientes
4 las ideas de espacio, masa y tiempo.

A estas unidades fundamentales se refieren gran
cantidad de unidades particulares, justificadas por
usos racionales 6 irracionales. Asi es como se han
escogido unidades de longitud, de superficie, de volu-
men, de capacidad, de peso, de moneda, de tiempo, etc.

En los libros escolares del periodo actual, periodo
transitorio, hacer que se comprenda bien cuéiles son,
entre los movimientos efectuados por los hombres,
los movimientos defectuosos v cudles son los movi-
mientos que deberian efectuar si fueran razonables.
Los movimientos defectuosos realizados por los
hombres actuales, dan lugar a capitulos gue serdn
tachados en los libros de lo por venir. Tal es el
capitulo de las unidades de moneda, concebidos por
individuos que tienen la concepcién errénea, desola-
dora € ilogica de concurrencia entre los humanos y
que desecharan unos individuos que tengan la con-
cepcion justa, consoladora y l6gica de compasierismo
entre los humanos. Unos individuos razonables de-
berin entenderse para trabajar en comin en la cir-
culacién de la substancia y en su seleccién en pro-
vecho de la especie humana. La ciencia hard este
acuerdo posible, inevitable y préximo.

Resumen. Base y objeto de la aritmética

En resumen, la base de la aritmética, como de
todas las otras ciencias, es la experiencia, puesto
que no se puede conocer sin los sentidos.

La aritmética, como todas las otras ciencias, se
ocupa de abstraccidn,



La abstraccién, estudiada en aritmética, es el ni—
mero, que puede considerarse como la propiedad
que tienen todos los cuerpos de reunirse en grupos
més 6 mencs importantes.

‘Pueden explicarse por razones fisicas las diferen-
tes nociones que sirven de base 4 la aritmética (cuer-
po, tdentidad, ioualdad, p[uralzdad vy wunidad, rela-
clon, numero, etc.)

Y se concibe la NUMERACION como /z operacion
aritmética por excelencia. Las otras operaciones son
casos particulares de nunieracion.

Estas operaciones pueden clasificarse en opera-
ciones de sinfesis v de analisis.

Kstas diferentes nociones, las de fraccidn, de uni-
dades de ordenes diferentes, que se transforman las
unas en las otras, el hecho de que es imposible
concebir una operacién de sintesis que no pro-
venga de un analisis, sin una operacién de anilisis
que no provenga de una sintesis, el hecho de que
los cuerpos estan compuestos de cuerpos que se

' desunen para agruparse de modo diferente, eviden-
cian que el transformismo universal v la ley de con-
servacion se aplican 4 los nimeros, 1o que se puede
resumir diciendo: Ningin nimero se pierde, ningin
wninero se crea, todos los nimeros se transforman.

Esas transformaciones, que son extremadamente
variadas, se estudian en aritmética. Las leyes de
esas transformaciones dan lugar 4 aplicaciones inte-
resantes; tal es la ciencia del calculo. Se llega 4
examinar el sistema de numeracion en wuso, las seis
operaciones elementales (adicion, sustraccion, multi-
plicacion, division, elevacion a potencia, radicacion),
la divisibiliiad, los numeros primos, los wndmeros
primos entre si, las frocciones, las relaciones, las
proporciones, progiresiones y logaritinos y, de una




manera general, la proporcionalided con todas sus
consecuencias, que conducen 4 reglas practicas se—
‘guras, lo mismo para la organizacién detestable de
la concurrencia que para la organizacién deseable
del compaifierismo.

Se llega, por dltimo, & concebir la generalizacion
de la aritmética, el dlgebra, que forma el objeto de
un estudio especial.

Y 4 cada nueva teoria descubierta, corresponde
una aplicacién préictica, tan cierto es que en arit—
mética, como en todas las ciencias; la experiencia es
la base, la wtilidad, el objeto.

La utilizacién mas interesante de la aritmética es
el empleo de los nimeros discontinuos para la medi—
da de los grandoves continuos. El principic de toda
medida, comparar la cosa que ha de medirse con una
cosa de la misma naturaleza tomada como tipo {uni-
dad), conduce 4 la idea de escoger tantas unidades
como categorias medibles haya y enumerar las zsi.
dades en uso entre los hombres.

Conviene no perder de vista, en el curso de los
diferentes capitulos de la aritmésica, el encadena-
miento l6gico de las ideas; que conduce de nociones
sencillisimas 4 la comprensién de las operaciones
méas complejas. La misma observacién puede hacerse
respecto de todas las ciencias.

Observemos, por ultimo, que no hay ciencia posi-
ble sin el auxilio de la aritmética.

Para terminar, repetiremos aqui ic que dijimos en
el wolumen de los principiantes: «La aritmética da &
los que la practican la costumbre de raciocinar vigo-
rosamente v de percibir la eficacia de razonamientos
vigorosos. £l método matemético, que da satisfaccién
4 los que le emplean correctamente, debe emplearse
en todas las circunstancias de la vida, abandonando



los métodos extravagantes y malos que dan & los
hombres tan detestables resultados como pueden
verse por la defectuosa organizacién de las socieda-
des actuales. Todo el conjunto de una ensefanza
debe concurrir 4 la formacién de cerebros capaces de

raciccinar correctamente y 4 adquirir conocimientos -

fisicos dirigidos al establecimiento de una sociedad
razonable, en que todos puedan satisfacer sus nece—
sidades con el minimum de esfuerzo. Es locura ima—
ginar que problema semejante puede resolverse de
otro mods que con el concurso de la aritmética y de
las otras ciencias.» _

Lo que resumimos diciendo: No esperen los igno-
rantes resolver por la arbitrariedad los problemas
sociales. Sélo la ciencia (conocimiento) permite deter-
minar las leyes fisicas y hallar la solucién de los di-
ferentes problemas. Como los otros, resolvers facil-
mente el de nuestra felicidad; pero4della vy nodla
arbitrariedad hay que dirigirse.

B
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SEGUNDA PARTE

UNIDADES FUNDAMENTALES

Sistema Metrico

Hemos colocado al final
de esta segunda parte tipos de
ejercicios y de problemas. Los
profesores acostumbraran
los alumnos a plantear pro-
blemas por s$i mismos, refi-
riéndose 4 las diferentes cir-
cunstancias de una existencia
razonable.
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SEGUNDA PARTE

Unidades fundamentales
Sistema Métrico

Medida

Sabemos que: *

—El resultado de la comparacion de una plurali-
dad con una de las unidades de que aquellas se com-
pone, se llama el zumero de los objetos;

- —Los ntimeros son discontinuos;

—Llamamos, por el contrario, grandor i lo que es
continuo ; ** ' .

Efectuar una medida es comparar una cosa con
otra de la misma naturaleza tomada como #po & md-
dulo ; _

—Considerado este tipo como wnidad, se ve inme-
diatamente que el cilculo puede utilizarse para la
medida de los grandores, porque la comparacion per-
mitird considerar los ’grandores como compuestos de
porciones discontinuas iguales 4 las un/dades escogi-
das, porciones que podran contarse. (Ejemplo: Si se
ha de medir la longitud de una cuerda continua,
se le puede comparar i la longitud de ur trozo de
cuerda, por ejemplo, tomado como tipo y que - se
llama I. Si este trozo de cuerda-tipo {mddulo) puede

‘‘‘‘‘

*  Véase la primera parte.

**  Pénganse ejemplos: longitudes, liquidos, etc.; nociones
de tiempo, de espacio, etc. (Véase La Substancia Universal
v los Elementos de Geometria,)
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ser aplicado 3 veces sobre la cuerda que ha de me-
dirse, se dird que la longitud de la cuerda es igual 4
3 unidades de longitud.

De ese modo la medida de los grandores se reduce
4 simples operaciones de calculo correspondientes &
la aritmetica, v la descripcion de las unidades esco-
gidas y de las operaciones 4 que dan lugar puede
figurar como un capitulo de la aritmética.

Eleccion de las unidades

Habiendo de medir la longitud de una cuerda, si
“escojo un trozo de cuerda-tipo (médulo) que pueda
ser aplicadc 8 veces sobre la cuerda medida, diré que
la medida de la cuerda es 3 unidades de longitud.
Habiendo de medir otra cuerda, podré servirme del
mismo modulo y hallar que la medida de esta otra
cuerda es 6 unidades de longitud.

Pero hubiera podido muy bien escoger un mddulo
(unidad de medida) mis pequeiio y hallar que la me-
dida de la primera cuerda es, por ejemplo, 4 y la de
la segunda 8.

Hubiera podido también escoger un modulo para
la medida de la primera cuerda y otro modulo parala
medida de la segunda.

Se ve con facilidad cuan difieil seria comparar me-
didas entre si, si se cambiase constantemente de uni-
dades, y cuantas dificultades tendrian lus hombres
nara entenderse en sus relaciones diarias, si cada vez
que hubieran de-efectuar una medida tuvieran que
explicar la naturaleza de la unidad escogida y calcu-
lar la relacién de esta unidad con unidades escogidas
antes & despdés por si mismo O por Otras perscnas.

Hay, pues, una gran ventaja en escoger los mdédu-
los (unidades de medida) una vez por todas, tales que
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se les pueda reconstituir facilmente en un momento
dado, ¥ que el mayor nimero posible de hombres
adopten los mismos mddulos.

Cuando todos los hombres sean razonables, ten—
dran seguramente un sistema uniforme de medidas,
que no podra ser sino el que resulte mas cémodo,

JCudntas unidades de medida han de escogerse?

Sabemos que medir significa comparar una cosa
4 una cosa de la misma naturaleza tomada como
unidad. |

Habran, pues, de escogerse tantas unidades como
categoria de cosas hayan de medirse.

Unidades fundamentales

Veremos en la practica que se han podido deter—
minar algunas unidades fundamentales de las cuales
derivan todas las demads, y que esas unidades son las
unidades C G S (centimetro, gramo, segundo) que
corresponden 4 las ideas de espacio (camino reco-
rrido), de peso (masa) v de #empo (duracidén). *

Medida del -espacio

Veremos en geometria, que el espacio puede ser
concebido por nosotros, desde el punis de vista expe-
rimental, como el conjunto de todos los sitios que
pueden ocupar los cuerpos. Por consecuencia no

8
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Véanse en La Subsiancia Universal los parrafos con-
cernientes & las nociones de espacio, de masa ¥ de tiempo, lo
mismo que los qie se refieren 4 la medida del espacio, de la
masa v del peso v ia del tiempo.



puede medirse un espacio sino midiendo €l cuerpo 6
la porcién de cuerpo que ocupa 6 puede ocupar este
espacio.

Veremos también en geometria que el espacio ocu-
pado por un cuerpo puede ser concebido como resul-
tante de tres movimientos:

1.° Un movimiento de extension, trazando un
limits 4 partir de un punto A, en cierta direccién
(longitud) hasta otro punto B. B |

2.° Un movimiento de extension de todos los
puntos de esta longitud A B en otra direccién A C
(anchira) y hasta que A B llega 4 C D.

Se llama el espacio A B D C, cubierto por esta
extensién, una superficie.

'3.° Un mm}imienﬁo de extensién de todos los pun-

tos de esta superficie en otra direccién A E (altura)

y hasta que A B C Dllegad E F G H.
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Se llama el espacio ABCD EF G H, cubierto
por esta extensién, un volumern.

Observacidon: Todos los cuerpos, cualquiera que
sea su forma, pueden concebirse como resultantes de
esos tres movimientos, siempre que se suponga que
la longitud puede aumentar ¢ disminuir durante la
extensién en anchura, y que la superficie puede au-
mentar ¢ disminuir, en todas direcciones ¢ sobre
ciertos puntos, durante la extensién en altura.

Ya veremos en geometria é indicaremos en los
ejercicios siguientes c6mo se miden las principales
superficies y los principales volimenes. Por el mo-
mento vemos muy bien que se puede calzaizr la lon-
gitud de una anchura y la longitud de una altura, y
que, por consiguiente, la unidad de longitud puede
tomarse como punto de partida para la medida de las
longitudes, de las superficies y de los volimenes.

Unidad de E@ﬁgm@@—ﬁi Metro

La unidad escogida para medir las longitudes es
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la longitud llamada metro; es decir, la longitud 4 0
grado centigrado de .un mddulo de platino ¢ iridium
(90 partes de platino y 10 partes de iridio) cuyo mo-
dulo (patrén) se conserva en el Consérvatorio de las
Artes y Oficios en Parxs ‘

Se decidié en 1 790 que 1a unidad fundamental de
longltud llevarla el nombre de metro (del griego
METRON == medida) y que esta iongnud seria ia diez-
millonésima parte de la distancia del ecuador al polo.
Esta distancia fué calculada de 1792 4 1799. Poste-
riormente se han practicado verificaciones, de las
cuales resulta que la distancia’dei ecuador al polo
(un cuarto del meridiano terrestre) debe de ser eva-
iuada en 10.000.856 metros. No obstante, ia unidad
de longitud escogida primitivamenté ‘ha quedado
adoptada.

Conviene, pues, definir el mefro como lo hemos
hecho, 4 saber: e/ metro es la longitud ¢ 0 grado écen-
tigrado de un modulo de platino y de iridio conser-

* Conviene exponer la historia del metro, jy a este efecto,
desarrollar los puntos siguientes:

—Graves inconvenientes de los antiguos sistemas de umdade@
de medida que no eran uniformes y que eran complicados
(bajo multiples variaciones complicaban los cdlculos).

—Trabajos anteriores 4 1790 y trabajos ejecutados en 1790,
a consecuencia de los cuales se decidié que la unidad fun-
damental de longitud fuera la diezmillonésima parte de la
distancia del ecuador al polo.

—Trabajos de medida destinados a calcular esta distancia.
Medidas de arcos del meridiano y, en particular, medida
del arco del meridiano entre Dunkerque y Montjuich (Bar-
celona). Establecimientc de los patrones del metiro vy del

- - kilogramo (1792-1799).

—Verificaciones posteriores. T I‘aba_}OS internacionales. El sis-
tema métrico adop%andose cada vez mds. Aun gqueda que
hacer.

—El sistema métrico es una revolucién cientifica, y demues-
tra de lo que son capaces los hombres cuando apeiaq ala
logica. :
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vado en Paris, longitud que representa cerca de la
diezmillonesima parie del cuarto del meridiano tfe—
yrestre.

Miltiplos y submaltiplos del metro

Se ha formado un sistema de palabras para desig-
nar unidades de diez en diez veces mayores y de diez
en diez veces menores que el metro.

SE VE QUE EL SISTEMA METRICO, COMO EL SISTEMA
DE NUMERACION, ES DECIMAL.

Los multiplos del metro, es decir, las unidades de
medida de 10.en 10 veces mayores que el metro,
son:

El decametroPm) = 10 (del griego DELA == drez).

Bl ZectometyoHm) == 100M (del griego HECATON =

crente).

Bl Zilometro (Km)=— 1600™ (del yriego KHILIOS ==
mil).

El miriametro Mm) — 16000M (del griego MURIUS
== diez mil).

Los submiiitiplos del metro, es decir, las unidades
de medida de 10 en 10 veces menores que el me-
tro son:

, 1 ,
El decimeio (AM) — To de metro = 0,0 1 {de] la-

tin DECIMUS = deécimo).

1
El centimetyo(Cm) = Too de metro = 0,M 01 (del
latin CENTUM == czento).
1 A
El wmilimetyo (0M) — —— de metro = 0, 061
10660
(del latin MILLE == m2i/).
| 3 . .
EY sidcron (u) = Tooo de milimetro==0,M 000001

(del griego MICRON = pequeno).
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En la practica se utiliza el metro como unidad
para medir las longitudes que podemos hacer que
pasen entre nuestros brazos ¢ sobre las cuales pode-
mos facilmente extender los brazos *. Ejemplos: una
cinta, una tela, una tabla, una barra de hierro, ete.

Los metros usados comunmente tienen formas di-
versas**: regla cuadrada, regla plana, regla ple-
gada, cinta. Se censtruyen de substancias minerales,
Vegetales y animales (metal, madera, marfil, etc.).
Se graddan en centimetros y milimetros. '

Bl decdmetro, el hectometro, e} kilometro y el mi-
ridgmetro se utilizan como unidades en la agrimen—
sura (caminos, terrenos) en lo que concierne 4 ciertas
longitudes que exceden de la extensién de nuestros
brazos y que han de medirse sobre el suelo.

El decAmetro usado comunmente {cadenz de agri-
mensor) es una cadena formada por eslabones y ter-
minada en sus extremidades por agarraderos y consta
de 50 porciones de dos decimetros cada una. Hay
también el decametro y el doble decdmetro de cinta
para medir edificaciones.

Andando 4 un paso ordinario se adelanta algo mas
de un kilémetro en un cuarto de hora, ¢ sea mas de
una legua por hora. (Una legua == 4 kilémetros).

El decimetro, el centimetro y el milimetro se utili-
zan para medir longitudes que pueden pasar entre
nuestras manos cuando es indatil extender los brazos.
Ejemplos: trabajos de dibujo, medida de objetos pe-
quenos.

* Expliquese & los alumnos que el hombre se inclina na-
turalmente 4 escoger unidades de comparacion adecuadas & su
estatura v 4 la de los cuerpos que ha de medir. Si los objetos
que han de medirse son muy grandes ¢ muy pequciios se
trata de ponerse 4 su alcance & de ponerlos al suyo. Esta es
la razén de ser de los multiplos y submitltipios.

#  Muéstrense los objetos 4 los alumnos.
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En la practica se usa mucho el doble-decimetro
(regla de 20 centimetros, graduada en centimetros y
milimetros). El doble decimetro es algo mayor que
la longitud de una mano por términc mecdio. Una
mano medio adulta tiene unos 18 centimetros.

El milimetro se utiliza para medir, por ejemplo,
los gruesos. Ejemplos: espesor de un tubo de plomo,
de una hoja de cristal, de una tabla, etc. No hay,
naturalmente, regla de un centimetro ni de un mili-
metro, que serian demasiado pequefias para ser ma-
nejadas. Se usan reglas mayores en las cuales se
hallan marcadas las subdivisiones en centimetros y
en milimetros.

El micron (milésima de milimetro) se emplea en
las medidas microscépicas, es decir, cuando se trata,
por ejemplo, de evaluar objetos muy pequeios cuyos
detalles escaparian 4 la vista sin la ayuda de instru-
mentos llamados microscopios (del griego MICROS =
pequesio, y SCOPEIN = examinar ) por cuyo medio se
pueden ver esos objetos muy aumentados. Ejemplo:
evaluacién de la longitud de una célula.

Unidad de suyérﬁcie.-——El Metro cuadrado

La unidad escogida para medir las superficies es
el metro cuadrado (m®), &6 sea un cuadrado cons-
truido por medio del metro, un cuadrado que tiene
un metro de largo y un metroc de ancho.

filtiplos y submiitiplos del metro cuadrado

Los miltipios vy submultiplos del metro cuadrado,
es decir, las unidades de medida de 100 en 100 veces
mayores ¢ menores que el metro cuadrado son:

Rl grea ¢ decdmeiro cuadrads {Dm®) = cuadrado



de 10 metros de lado que contiene (véase el parrafo
siguiente) 100 m>.

La hectarea &6 hectometro cuadrado (Hm?) = cua-
drado de 100 metros de lado que contiene (véase el
parrafo éiguiente) 100 Dm®.

El kilometro cuadrado (Km?) = cuadrado de 1000
m de lado que contiene (véase el parrafo siguiente)
160 Hm?.

El wmiriametro cuadrado (Mm®) = cuadrado de
10000 m de lado que contiene (véase el pérrafo si-
guiente) 100 Km”.

El decimetro cuadrado (dm?®) == cuadrado de 0 m,
1 decimetro de lado == 0 m? 01 (véase mas abajo).

El centimetro cuadrado (cm?) = cuadrado de 0 m,
01 centimetro de lado == 0 m®, 0001 (véase m4s abajo).

El milimetro cuadrado (mm?) cuadrado 0 m, 001
milimetro de lado = 0, m® 000001 (véase mas abajo).

La numeracion de las superficies es centesimal

Hemos visto que la numeracién de las longitudes
es decimal, es decir, que las diferentes unidades con-
secutivas de longitud son de 10 en 10 veces mayores
6 menores. Vamos 4 demostrar que la numeracién de
las superficies es centesimal, es decir, que las dife-
rentes unidades consecutivas de superficie son de
100 en 100 mayores 6 menores.

Vamos &4 demostrar, por ejemplo, que el d=cametro
cuadrado (Dm?) es cien veces mayor que el metro cua-
drado {m®), 6, en otros términos, que el Dm® con-
tiene 100 m®.

En efecto, sea un m’, 6 un cuadradec que  1m
tiene 1 m de lado; E

Sitraze 10 superficies iguales 4 ese m?

1m

al lado las unas de las otras sobre la misma linea,
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tendré un conjuntc que representard una superficie
de 10 m de largo y de 1 m de ancho. '

i

10 m

Si en el sentido de la anchura, coloco 10 de esas
superficies al lado las unas de las otras, tendr¢ un
conjunto ‘que representard una superficie de 10 m de
largo y de 10 m de ancho; 6 sea un decidmetro cua-
drado, y ese Dm? contendrd 10 veces 10 m* O sea
100 m?.

10

10 m

<l Dm? contiene, pues, 100 m?.

Se demuestra del mismo modo que v.: Hm® con—
tiene 100 Dm?, y, por consiguiente 10000 m*; que
un Km?® contiene 100 Hm?, vy, por consiguiente
1000000 m?, etc.; y que, igualmente, los submulti-
plos son de 100 en 100 veces menores.

Se sigue de aqui, por ejemplo, que siendo el area
igual 2 un decametre cuadrado, la centésima parte
del drea, & cenfigrea == 1 w'.



Numeracion escrita de las superficies

Resulta de lo que precede que para la escritura de
los nimeros que representan superficies se habran
de reservar lugares de dos cifras para cada unidad
consecutiva. ‘

En efecto, para escribir unidades de 10 en 10 ve-
ces mayores, basta un lugar para cada unidad de
un orden cualquiera, pues cada una de éstas es 10
veces mayor que su inferior inmediata, 6 representa
decenas de la unidad que ocupa el lugar inmediato
inferior ; pero se necesita un lugar méas 6 dos lugares
para unidades de 100 en 100 veces mayores, ya que
cada una de éstas es 100 veces mayor que su inferior
inmediata, ¢ 100 veees menor que su inmediata su-

perior. |

Para escribir un nimero representante de super-
ficies se emplearan, pues, lugares de dos cifras para
cada unidad. |

Ejemplos: 3 decimetros cuadrados, 7 metros cua-
drados se escribiridn 0m203, 7 m®. Cuarenta metros
cuadrados, quince decimetros cuadrados se escribi-
ran 40 m?*, 0m13

163 m? 942587 se leera: Ciento sesenta y tres
metros cuadrados, noventa y cuatro decimetros cua-
drados, veinticinco centimetros cuadrados, ochenta y
siete milimetros cuadrados (6 un decime‘ro cuadra-
do, sesenta y tres metros cuadrados, cte. )

En la practica no existen patrones de superficies,
es decir, no existe médulo material que represente,
por ejemplo, una superficie de 1 m:. Los patrones
que sirven para la medida de las superficies son las
de longitud, porque la medida de una superficie
puede sicmpre referirse, coms veremos en Geome-
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tria, 4 medidas de longitud. Acabamos de ver, por
cjemplo, que la superficie de un cuadrado podia
considerarse como igual al producto de la longitud
por la anchura de ese cuadrado, 6 al producto de la
longitud de un lado por si misma {por ser la longitud
del cuadrado igual 4 su anchura).

Del mismo modo que el metro, sus multiplos y sus
submultiplos se escogen para unidades segtn las cir-
cunstancias y por comodidad; también el metro cua-
drado, sus multiplos y sus submiltiplos se escogen
para unidades segln la superficie que haya de me-
dirse y las condiciones en que se hallen.

El metro cuadrado sirve para la medida de super-
ficites cuyas dimensiones (longitud, anchura) se mi-
den cémodamente con el metro. Ejemplos: una pared,
un techo, un pavimento, un patio, un jardin, etc,

L.os submdltiplos del metro cuadrado sirven para
medir superficies cuyas dimensiones se miden cOmo-
damente por los submultiplos del metro. Ejemplo: la
superficie de una caja, una tablilla, un cristal, una hoja
de papel, etc., y, en general, todas las superficies cu-
yas dimensiones sean inferiores 4 un metro. Se dira:
esta tablilla, esta hoja de papel tienen tantos decime-
tros cuadrados, ¢ tantos centimetros cuadrados. Esta
etiqueta tiene tantos milimetros cuadrados.

Asi mismo los multiplos del metro sirven para
la medida de superficies fuera de proporcion con
el metro y en proporcidn con sus mtliplos. En
particular la drea @), su miltiplo la feclarea (03) y
su submiltiplo la centrdrea (°8) se emplean en la me-
dida de grandes snperficies de terreno (campos, pra-
dos, bosques, colonias agricolas, etc.)

- Se observard que la centidrea, el 4rea y la hecti-
rea, gue corresponden respectivamente al m? al
m® y al Hm® son unidades de 100 en 100 veces



mayores, y que se les aplica el sistema centesimal de
numeracion. Se dira, por ejemplo: Diez hectareas,
ocho 4reas, treinta y cinco centiareas, v se escribird:
10 ha 082, 35 ¢a ¢ 10 ha 0835,

En las medidas llamadas fopograjicas y que po-
drian llamarse también geograficas, la unidad esco-
gida es el kildmetro cuadrado, siendo frecuente
evaluar en leguas las distancias (1 legua = 4000 m.)

Unidad de volumen. — El metro cibice

La unidad escogida para medir los volimenes es
el metro cibico (MC.) 6 sea un cubo construido por
medio del metro; un cubo que tiene un metro de
largo, un metro de ancho y un metro de alto; un
cubo cuyas faces todas tienen un metro cuadrado.

Miltiplos y submiitiplos del metro cﬁbicd

Los miiltiplos y submultiplos del metro cibico son
las unidades de medida de 1000 en 1000 mayores ¢
menores que el metro cibico.

No suele darse nombre particular 4 los multiplos
del cubo. No se dird, por ‘ejemplo, un decametro
clbico, sino sencillamente diez metros cabicos.

Los submultiplos del metro ctbico son:

El decimetro cizbico (dm®)= cubo de 0m, 1 deci-
metro de lado = 0 m® 001 (véase méas abajo ).

Bl centimetro ciubico (cm?) == cubo de 2 m, 01 cen-
timetro de lado == 0 m? 000001 (véase mis abajo).

Yl milimetro cubico (mm®) — cubo de 0 m, 001 mi-
limetro de lado == ¢ m? 000 000001 (véase mas abajo).

La numeracién de ios volfimenes es milesimal

Hemos visto que la nameracion de las losngiiudes
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(una dimension) es decimal, es decir, que las dife-
rentes unidades consecutivas de longitud son de 10
en 10 veces mayores 6 menores. Hemos visto tam-
bién que la numeracidén de las Super ficies {dos di-
mensiones: longitud, anchura) es centestimal, es
decir, que las diferentes unidades consecutivas de
superficie son de 100 en 100 veces mayores 0 meno-
res. Vamos 4 demostrar que la numeracién de los
voliimenes (tres dimensiones: longitud, anchura, al-
tura) es milesimal, es decir, que las diferentes uni-
dades consecutivas de volumen son de 1000 en 1000
VECES mayores ¢ menaores.

Vamos & demostrar; por ejemplo, que el metro cu-
bico (m®) es 1000 veces mayor que el deci’metro
ctbico (dm?), 6, en otros términos, que el m” contiene
1000 dm?,

En efecto, sea un dm?®, & un cubo que
tenga 1 dm. de lado.

Si coloco 10 cubos iguales 4 este dm® al
lado los unos de los otros sobre una misma “dm?

linea, tendré un conjunto que representara
un volumen de 10 dm® 6 1 m de largo, 1 dm? de
ancho y 1 dm de alto.

Qi\* \!\

10 dm?

Stoen el sentido de la anchura, coloco 10 de esos
volimenes 2l lado los unos de los otros, tendré un
conjuntc de 10 veces 10 decimetros cibicos {6 100
decimetros ctbicos) que representard un volumen de

Fd -

16 G‘zm O 1 m de larso. 10 (ﬁm O 1 m de ancho v
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St en el sentido de la altura, coloco 10 de estos
Vollﬁmenes, los unos sobre los otros, tendré un con-
junto de 10 veces 100 decimetros cibicos (6 1000
decimetros cubicos), que representari un volumen de
10 dm 6 1 m de largo, 10 dm 6 1 m de ancho, 10 dm
¢ 1 m de alto, que representard 1 m’.
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Se ve que este m® contiene 1000 decametros cii-
bhicos.

. e ;
Se demuestra del mismo modo gue un dm® con-



tiene 1000 c¢cm® y, por consiguiente, que 1 m® con-
tiene 1000000 centimetros cabicos; v que 1 cm?® con-
tiene 1000 mm® y, por conswuxente que 1 m? contie-
ne 1000000000 mm®. | '

Numeracién escrita de los voliimenes

Resulta de lo que precede que, para la escritura
de los nimeros que representan volimenes, deberan
reservarse lugares de tres c1fras para cada unidad
consecutiva, '

En efecto, hemos visto que para escribir unidades
de 10 en 10 veces mayores, basta un lugar para cada
unidad de un orden cualquiera y dos lugares para
las unidades que aumentan de 100 en 100; por consi-
guiente, para unidades que soa de 1000 en 1000 ve-
ces mayores se necesita un tercer lugar mis O tres
lugares por unidad, pues cada una de éstas es 1000
veces mayor que su inferior inmediata y 1000 veces
menor que su inmediata superior.

Para escribir un nimero representando volimenes,
se reservaran, pues, lugares de 3 cifras para cada
unidad.

Ejemplos: Ciento veinte metros cabicos, sesenta
y tres decimetros ‘clbicos, se escribiran 120 m?
0mMm*063

4m3 457008 se leerd: cuatro metros cibicos, cua-
trocientos cincuenta y siete decimetros cloicus, ocho
centimetros cubicos.

<n consecuencia de lo que precede, si se quieren.
convertir unidades de Jongrtud en unidades superio-
res ¢ inferiores, basta (siendo esas unidades de 10
en 10 veces mmavores) mudar la coma 1, 2, 3, etc. lu-

r

gares haciz la izquierda ¢ hacia la derecha; si se

qmba en convertir unidades de superficie en unidades



superiores & inferiores, basta {siendo esas unidades
de 106 en 100 veces mayores) mudar la coma de 2,
4, 6, etc. lugares hacia la izquierda ¢ hacia la dere-
cha; si se quieren convertir unidades de volumen
en unidades superiores 6 inferiores, basta (siendo esas
unidades de '1000 en 1000 veces mayores) mudar la
coma de 3, 6; 9, etc. lugares hacia la izquierda ¢
hacia la derecha. | i

Ejempl(JS' 12¢55 m == 125*5 dm == 1235 cm; 42842
42 dm®=42842 cm®’; 72260315 m®=—
72260315 dm®= 72260315 cm®.

En la practica no existen patrones de volimenes
aparte de lo que se llaman medidas de capacidad, de
las cuales hablaremos después. No existe moddulo
que represente, por ejemplo, un volumen de 1 m?
Los patrones que sirven para la medida de los vola-
menes son los de la longitud, porque la medida de
un volumen puede siempre referirse, como veremos
en geometria, & medidas de longitud. Acabamos de
ver, por ejemplo, que el volumen de un cubo, puede
considerarse como igual al producto de la longitud
por la anchura, multiplicado por la altura 6 (siendo
iguales el largo, el ancho y el alto del cuadrado)
al producto de la longitud por si misma, y multipli-
cado aun por si misma. .

Lo mismo que el metro, el m® sus midlplos y
submiltiplos se escogen por unidades segtin las cir-
cunstancias y por comodidad; por l¢ mismo el m®y,

sobre todo, sus submiltiplos se escogen por uni-
dades segtin los volamenes que han de medirse y las
condiciones en que uno se halle,

El m® sirve para medir volimenes cuyas dimen-
siones {largo, anche, alto) se miden cémodamente
con el m, Ejempios: una habitacidn, una caja.
el mismo modo los submiltiplos del m? sirven

ﬁ
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para medir los volamenes cuyas dimensiones se miden
comodamente con los submultiplos del metro. Ejem-
plos: una cajita, un dedal. Se dird: esta cajita, este
dedal tienen tantos centimetros clbicos.

Seflalaremos como medida practica usada para la
lefia el esterio ™, caja de 1 m de altura y de 1 m?® de
capacidad, con la cual puede medirse facilmente
1 m® de lefia si las piezas de lefia tuvieran todas
1 m de largo, lo que no es generalmente del caso.
n esa circunstancia es preciso recurrir 4 un cal-
culo. |

Medidas de capacidad

Sabemos vy veremos en geometria que el volumen
de un cuerpo es el sitio comprendido en las superfi-.
cies de un cuerpo, pudiendo ser considerado como
el limite entre el cuerpo y el resto del espacio.

Pero un cuerpo puede ser hueco. En ese caso, se
podra considerar, no solamente su volumen exterior,
comprendido en sus su-
perficies exteriores, sino
también su volumen inte-
rior, llamado capacidad
6 cabida y que se repre-
senta por el sitio com-
preadido en las superfi-
cies interiores.

Estos dos volimenes difieren el uno del otro por
el espesor.

En la prictica existen médulos (patrones especia-
ies de medida) para medir la capacidad 6 la cabida

*

Muéstrese 4 los nifios un es#erdo 6 la representacion de
un £sierio, :



de los liquidos, de los granos, de las legumbres ¢ de
los frutos pequedios. Claro es que si hay agua en un
vaso ¢ en un recipiente cualquiera, nc puede cono-
cerse su medida si no se conoce la medida del reci-
piente. Si se amontonan en recipientes granos, le-
gumbres ¢ frutos pequeiios, no se podran medir
facilmente los montones de formas irregulares y de
volumenes desconoczdos de antemano, como no se
les podra medir si se desconoce la cabida de los
recipientes. Es, pues, indispensable, para esa clase
de medidas, tener recipientes cuyo volumen interior
sea conocido. Bastard eantonces llenarlos de liguidos
6 de pequefios objetos que hayan de medirse€ para
conocer la medida de esos h’quidés ¢ de esos peque-
ios objetos.

La principal unidad de capacidad es el /izro*, cuya
cabida es un decimetro cubico.

Los miltiplos y submuitiples del litro son:

El decalitro (P) = 101 = 10 dm® == ¢m?,010;

El kectolityo (HD = 100! = 100 dm?® = 0m?®,100;

1 ]
El decilitro(Ql) — T del = 01 1==0dm¥’1=
0m?,000100 cme;

El centilitro (€ —

— 0m?® 000010,

SE OBSERVARA QUE SIENDO EL LITRO, SUS MULTI-
PLOS Y SUS SUBMULTIPLOS UNIDABES D7 10 EN 10
VECES MAYORES Y MENORES, PUEDE APLICARSELES EL
SISTEMA DECIMAL DE NUMERACION.

1
de ! =01, 01 = 0dm3,01
O .

3

* "\iupsuese los alumnos un litro de hoja de lata v de
cristal, para liquidos, un litro de madera pars granos v peque-
110s o’a_;mos Muésireseles también, si es posible, miiliiplos v
submultipios del litro al natural.
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Unidad de peso.— El gramo

Nos damos cuenta de que, para separar un cuerpo
de la tierra & para impedirle acercarse a ella, ha de
hacerse un esfyerzo, y lamamos #rabajo al resultado
de ese esfuerzo *.

Nos damos cuenta de que, para un mismo cuerpo
& para dos cuerpos idénticos, el esfuerzo es el mismo
cuando se trata de separar un cuerpo 4 una misma
distancia de la tierra, 6 cnando un mismo cuerpo ¢
dos cuerpos idénticos, hallindose 4 una misma dis-
tancia de la tierra, se trata de impedirlios acercarse
ella™, |

Nos damos cueata de que el esfuerzo es diferente
cuando se trata, por ejemplo, de separar de la tierra,
sea un mismo objeto 4 una distancia mayor, sea dos
objetos 4 la misma distancia. )

Podemos, pues, llamar peso de un cuerpo, el es-
fuerzo con que ese cuerpo tiende hacia la tierra. Ve-
mos en otro lugar que el pesc de un cuerpo puede
ser considerado como la medida de la energia de dis-
lancia que se manifiesta entre ese cuerpo y la tierra,
y que el pesc de un mismo cuerpo varia segtn su
distancia 4 la tierra y segin los lugares {(la accién
ejercida por un cuerpc que puede siempre suponerse
que emana del centro del cuerpo y el radio de lu
tierra, disminuyendo entre el ecuador y el poloj.
Veremos también *** que el peso debe considerarse
como una #nidad practica para un lugar determinado.

*  Véase La Substancic Universal,

*  Demuéstrese 4 los alumnos por medio de dos ohjctos,
uno pesado y otre ligero.

#¥%  Viase La Swbstaucia Universal.
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Veremos igualmente en ctro lugar lo que es una
balanza* (aplicacidon de la teoria de las palancas).

Por el momento describiremos las unidades que
han sido escogidas para medir los pesos, es decir, el

%

esfuerzo con que los cuerpos tienden hacia la tierra, ?fg‘

L.a unidad escogida para medir los pesos es el 4
Gramo (del griego GRAMME = lirea, rasgo). F! A‘
gramo es el peso, en Paris, de un centimetro cib.co
de agua destiiada, a lo temperatura de 4 grados "
centigrados {es decir, 4 su maximum de densidad). ;

Mualtiplos v submiltiplos dei grams

Los multiplos del gramo, es decir, las unidades de
medida de 10 en 10 veces mayores que el gramo son:

El decagramoPg) = 10 gr.

) hectogramo(H8) = 100 gr.

Kl kilogramoB8) — 1000 gr.

La tonelada = 1000 kilogramos **,

LLos patrones de peso conservados en Paris en
diferentes sitios y especialmente en los Archivos y

en el Conservatorio de Artes y Oficios son del peso ;
de un kilogramo.

Los submaitltiplos del gramo, es decir, las unidades
e medida de 10 en 10 veces menos que el gramo son:

. i _
Kl decieramoQ8) — — de or. = 0 8T, ]
10 ° ’

Kl centigramol® — —— de gr. = ¢ 87, 01 £
166 © ’ piF
T
Bl miligramong) = -—— de gr. = 0 87, 001
10060 "

*  Muésirese 4 los alumnos una balanza v pesas v practi-
quese una pesada.

= Para los paises donde estd adoptado el sistema métrico.
La tonelada inglesa tiene cerca de rorg kilogramos.
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A estas unidades conviene anadir el quilate =
205mE 5 (del arabe xouara = especie de grano,
usado para las pesadas pequefias).

Lo mismo que para las otras unidades, las diferen.
tes unidades de peso se emplean segén las circuns-
tancias y por comodidad. _

Los pesos empleados en la practica son de hierro
fundido, de base rectangular ¢ hexagonal, & de cobre
de forma generalmente cilindrica *.

Cuando se trata de apreciar los pesos inferiores al
oramo ¥ se utilizan laminillas y el quilate y sus sub-

1 1 1 1 1 1 ‘
— — — - — jdequilate
2, 4, 8, 16, 32, 64

se emplean para pesar piedras preciosas. Ifstos Glti-
mos son particularmente de uso comercial v 5o sub-
sistiran en una sociedad cientifica y razonable. La

eleccion de 205ME&.5 es completamente arbitraria.

miltiplos (

Se observara que siendo el gramo, sus maltiplos
submiltiplos (excepto el quilate) unidades de 10
en 10 mayores 6 menores, puede aplicarseles el sis-
tema decimal de numeracidn.

Medida de la densidad de los cuembs

Sabemos ya medir el peso de los cuerpos y pode-
mos comprobar con exactitud, por medio de la ba-
lanza, la diferencia de los cuerpos entre si respecto
del peso.

Como sabemos lo que es el volumen, percibimos
que muchos cuerpos pueden tener el mismo volumen
sin tener el mismo peso, y que muchos cuerpos pue-
den tener el mismo peso sin tener el mismo volumen.

Muéstrense pesos de esa clase a los alumnos. .
{3 mas bien al medic gramo. Cada una de las medidas
de peso v de capacidad tienen tambicn su doble y su mitad.

*

s
bt
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Ejemplos: Un decimetro cibico de agua pesa me-

nos que un decimetro cibico de hierro. Un kilo-
gramo de corcho ocupa un volumen mayor que un
kilogramo de plomo. | |
Inmediata nente acude la idea de comparar los di-
ferentes pesos de los cuerpos bajo un mismo volu-
men, y Hamaremos densidad 6 peso especifico de un

cuerpo el peso de la unidad de volumen de ese

cuerpo. |
Sabemos que medir significa comparar una cosa
con otra de la misma naturaleza tomada como tipo.

Para medir las densidades conviene, pues, compa-

rarlas 4 clerta densidad tomada como tipo. La den-
sidad escogida ha sido la del aguay podemos decir
que la densidad J peso especifico de un cuerpo es el
cociente de! peso de una cantidad cualguiera de ese
cuer po dividido por el peso del mismo volumen de agua.

Para comprender bien lo que precede, conviene
observar (lo que después explicaremos detallada-
mente ) que una relacidn es la expresién de una com-
paracion, y acordarse de que una medida es una
comparacion y puede expresarse siempre por nimeros.

Sabemos, en efecto, que si hemos de medir una
longitud por medio del metro, y si el metro puede
ser relacionado, por ejemplo, 4 veces sobre esta lon-
gitud, no haremos etra cosa que comparar el metro
(unidad) que llamaremos 1 4 la longitud medida que
Hamaremos 4, y diremos que la longitud medida
iguala 4 veces la unidad, 4 veces 1 = 4 metros. Po-
demos considerar también que la longitud puede ser
dividida en 4 partes, iguales cada una 4 la unidad, v
diremos entonces que esta longitud es igral 4 4 uni-

A
he 4

dades == — == metros. siendo 4 el cociente de la di-
© 1

vision de 4 por 1,
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Asi, pues, el resultado de una medida, es decir, el
resultado de la comparacién de una cosa que ha de
medirse con la unidad de medida, podrd expresarse
siempre por una relacién, es decir, por el enunciado
de una divisién O por el cociente de esta divisién si
esta division se efectiia. En otros términos: una di-
visidn puede servir para comparar la cosa que ha
de medirse 4 la unidad de medida escogida, divi-
diendo la cosa que ha de medirse por la unidad de
medida,

Ahora comprendemos por qué, si se quiere medir
la densidad de un cuerpo, es decir, comparar el peso
de este cuerpo con su volumen, conviene expresar el
resultado de esta-cdmparacién por una relacién en la
cual la cosa que ha demedirse (peso) serd dividida por
la unidad de medida escogida (el volumen que ocupa
~el peso). Si se llama el peso P, el velumen V y la
densidad D, se dira: |

| P

D= —
=

lo que significa que podremos encontrar la densidad
de un cuerpo dividiendo su peso por su volumen.

Ahora bien, sabemos (véase Segunda Parte, divi-
sidn) que el cociente X el divisor = al dividiendo;
podremos, pues, decir también:

P=VD
lo que mnos permitird, conociendc el volumen y la
densidad de un cuerpo, encontrar su seso multipli-
cando el volumen por la densidad. .

Por dltimo, sabiendo (véase Segunda Parte, divi-
sién ) que el dividendo dividido por el cociente es
igual al divisor, podremos, pues, decir adn:

P

7o
} D

: fiis : i v 1s :
lo que nos permitira, conociendo el peso y la densi-



dad de un cuerpo, hallar su volumen multiplicando
el peso por la densidad.

Para comparar entre si las densidades de los dife-
rentes cuerpos, es decir, darse cuenta de la diferen-
cia de peso de los diferentes cuerpos bajo el mismo
volumen, para medir las diferentes densidades, se
comparara sencillamente cada una de ellas 4 una
unidad de densidad, a cierta densidad-tomada como
tipo. Esta densidad escogida es la del agua,

A este fin serd indispensable, para darse cuenta
del peso que tienen los diferentes cuerpos bajo un
volumen determinado y con relacién al peso del agua,
pesar siempre volimenes iguales de un cuerpo y de
agua, y comparar estos dos pesos entre si. Siendo el
peso del agua considerado como unidad, se expre-
sara la relacion de la densidad del cuerpo con la del

agua por el enunciado de una divisidn, en que el -~

dividendo serd el peso del cuerpo y el dwzso; el peso
del agua bajo el mismo volumen. El cociente de esta
divisién serd considerado como expresién de la den-
“sidad del cuerpo con relacién al agua, lo que equi-
vale 4 decir (véase méas arriba): <<La densidad 6
peso especiflco de un cuerpo es el cociente del pPeso
de una cantidad cualquiera de ese cuerpo dividido
por el peso del mismo volumen de agua. »

Se concibe ficilmente que es posible formular
tablas de densidades, determinande asi 'a densidad
de los diferentes cuerpos con relacién 4 la del agua.
Esas tablas nos suministran un medio de clasificar
los diferentes cuerpos y después veremos cuin im-
poriantes somn,

Bastara insistir aqui una vez méis sobre el pPOyo
que se prestan las diferentes ciencizas v sobre la im-
posibilidad de hacer un estudio serio cualguiera si
no se conoce la Aritmeética, Los ejercicios sobre los
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pesos, los voltmenes y las densidades mostrarin la
importancia practica de lo que precede,

Es de notar que el sistema métrico, que establece
@ una correspondencia entre los pesos y los volimenes
2 del agua (1 g == 1 emc), facilita mucho las operacio-
nes relativas 2 las densidades.

Volumen especifico

Nos ha ocurrido la idea de comparar los diferentes
| pesos de los cuerpos bajo un mismo volumen, ¥ hemos
¢ llamado densidad & peso especifico al peso de la uni-
| dad de volumen de un cuerpo.

Consiguientemente se nos ocurre la idea de com-
% parar los diferentes volimenes de los cuernos bajo

un mismo peso, y llamaremos wvolumen especifico el
volumen de la unidad de peso de ese cuerpo.
Se ve, refiriéndose 4 lo que precede, que, si la

e

—

¢ densidad 6 peso especifico se expresa dividiendo el
?%f peso de un cuerpo con su volumen, el volumen espe-
. cifico se expresard dividiendo el volumen de un

cuerpo por su Peso.

-

No nos serd dificil mostrar en otro lugar cémo
podria organizarse una sociedad de indivicduos razo-
nables capaces de darse cuenta del cosjunto de los
conocimientos humanos y deducir de ¢l las conse-

cuencias logicas.

Estos individucs llegarian pronto 4 concebir la
substancia (% gue es) como estando en perpetua
transformacién y 4 comprender que sucede lo mismo
4 la substancia humana. Un ser humano, para vivir,
tiene necesidad de asimilar y de eliminar constante.



mente, es decir, de tomar prestado sin cesar al
medic ambiente la substancia necesaria para su vida
y de restituir constantemente 4 ese misme medio la
substancia usada. De tal manera que el problema
social puede ser enunciado del molo siguiente:

¢ Como deben organizarse los hombres para que
cada uno pueda satisfacer, en todos los momentos,
fodas sus necesidades racionales (asimilacion, elimni-
nacion) con el minimum de esfuerzo?

Semejante problema no puede ser resuelto sino
por la unién de todos los hombres razonables. En
efecto, un individuo entregado 4 sus solos medios.
no puede lograr, donde quiera que se halle, que le
llegue la substancia de que tiene necesidad en el
momento que la necesite, ni alejar de si en el mo-
mento preciso la substancia nociva. EN CONSECUEN—
CIA, LOS INDIVIDUOS RAZONABLES DEBEN ENTENDERSE
PARA TRABAJAR EN COMUN EN LA CIRCULACION DE LA
SUBSTANCIA Y EN LA SELECCIGN EN PROVECHO DE
LA ESPECIE HUMANA, Desecsos de consumir segin
sus necesidades, lo seran igualmente de producir
segln las necesidades generales. |

Entretanto, basta fijar la mirada en la organi-
zacién social actual para ver cuin defectucsa es.
Un individuo consume, no cuando tiene necesidad,
sino cuando puede pagar. Un individuo produce,
no segtn sus necesidades, sino segln su posicidn
social, Se restringe la produccién, no falta de con-
sumidores, sino falta de compradores; porque la
produccidon actual se inquieta por alimentar 4 los
que pagan y no se interesa por los otros. Si hay ex-
ceso de produccidn, causa inquietud, no proveer las
necesidades del indigente, sino producir menos para
'impedi: gue bzje el precio de venta.

Conviene hacer que los nifios comprendan bien

5%
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que la organizacion racional y cientifica de la pro-
duccién y del consumo sélo puede establecerse fuera
de toda coercién, gracias al deseo de los individuos
de que cese la explotacién humana y de establecer
relaciones basadas, no sobre el comercio, sino sobre
la fraternidad.

Aquel dia la concepcion del dinero se hard inad-
misible. Ya en la sociedad actual entre padres &
hijos, entre hermanos, entre amigos, hay otros prin-
cipios diferentes de los principios mercantiles. No se
reclama el importe de la comida al que se invita 4 la
mesa; los diversos miembros de una familia nc comen
4 prorata de lo que ganan; no se deja morir de
hambre 4 los enfermos, 4 los nifios ni 4 los débiles,
y la dulzura del comunismo hace soportables unas
relaciones que, sin eso, serian regidas por el mer-
cantilismo universal.

Y, sin embargo, desde la mas tierna edad se ense-
fia & los ninos & servirse de la aritmética, no para re-
solver el problema social, lo que seria facii, sinc para
resolver problemas de la explotacién de su semejan-
te. Particularmente los parrafos concernientes 4 las

- monedas y sus usos estan bien hechos para predispo-

ner 4 los niflos &-ser negociantes rapaces y para ex-
tender 12 falsa idea de que el dinero es indispensable.

La verdad es que esa concepcién del dinerc con-
duce, como hemos indicado, 4 una reparticidn inicua
del trabajo y de la produccidon, Puede decirse que la
supresién de la explotacién entre los hombres y su
reemplazo por la organizacién racional de la circula-
ciéon de la substancia, vendrén, inevitablemente, en
cuanto desaparezca la ignorancia dejando libre ac-
ceso & la ciencia y 4 la razdn. Aguel diz la justicia
reemplazard al comercio y el dinerc no tendrd ya

!

mis razdn de ser gue las armas de guerra.
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Dicho esto, no hay inconveniente en indicar el sis-
tema de moneda en uso en nuestra época, es decir,
en una €poca que las generaciones ulteriores, méas
razonables, clasificardn seguramente adn entre -los
periodos de barbarie.

Si los productos circulasen de tal manera que pu-
dieran estar & disposicién de los que de ellos necesi-
tan en el momento de la necesidad, no habria lugar
4 disputarse esos productos. No sucede asi en
nuestros dias, en que los hombres hacen demasiados
movimientos perjudiciales e imitiles para hallar el
tiempo de hacer movimientos dtiles. Aprenden 4
Matarse unos 4 otros, y se entregan 4 vanas especu-
laciones (ejército, marina, funcionarismo, practicas
‘religiosas, etc.) en ves de organizar metddicarente
la circulacion de los productos.

De ahi resulta que los productos no estén 4 la dis-
posicion de los que los necesitan cuando sienten la
necesidad; que ciertos productos son raros, y que
tos hombres se disputan por la satisfaccién de sus
necesidades.

<ntonces sobreviene la concepcién del cambio de
mercancias, es decir, la idea de pasar ciertos pro-
ductos de que no se tiene necesidad (6 de que se
tiene menos necesulad) 4 otros individuos que ten-
drin necesidad de ellos (6 mas necesidad) 4 cond.-
c:dn de que esos otros individuos den en camlic
“otros productos.

Ksta condicicn pone una traba 4 la circuldacion
normal, que habria de consistir en hacer circular
simplemente vy s772 condicidn los productos hacia los
que de ellos m-'zercs.a necesidad. En efecto, si el que
quicre cambiar no encuentra nada que cambiar con
tra 1o que tiene, & si no tiene nada que dar en cam-
bio de lo que necesita, los productos se acumularan

i
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¢n ciertos puntos y no alcanzarin & los necesitados.
Ademas, los productores de esos productos se abs-
tendrin de producir, de modo que puede sobrevenir
laescasez, no 4 consecuencia de la falta natural de
una substancia, sino como resultado de la faisa Zeo-
ria de cambio aplicada en lugar de la justa teoria de
cireculacion racional. " '

Siendo esa teoria talsa actualmente practicada, y
habiéndose establecido el uso de los cambios, ha sido
preciso, para hacer cambios, determinar en la prac-
tica cuanto se pediria por un producto dado para
consentir en ceder otro producto, y se ha liegado
entonces 4 la idéa de valor de los objetos.

Siendo el valor de un objeto la cantidad de los
otros objetos que se pedird para ceder este objeto,
es facil de comprender que determinar un valor es
hacer una operacién de medida. Para hacer esta
operacion se ha llegado 4 escoger unas wmidades de
valor O monedas, es decir, cantidades determinadas
de objetos tipos, 4 los cuales se comparara la canti-
dad de objetos de cambic. Estas monedas, despu¢s
de haber sido en tiempos pasados de las més diver—
sas materias, como sal, pescado, granos, cuero,
conchas, etc., son actualmente y casi en todas partes
ciertos metales; de tal manera que e/ valor de un
oo7eto puede definirse e/ peso de cievios melales (oro,
plata, cobre, niguel, etc.}) contra el cual purede ser
cambiado este cbjeto.

Kl valor de un objeto asi determinado por su com-
paracién con la moneda se llama el precio del objeto.

I.a unidad escogida para medir el valor, /& unidad
de moneda™ es en Espafia, la pesefa, pieza que pesa
5 gramos y contiene 835 partes de plata por 1635

*  Pel latin MONERE = Quisar,
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partes de cobre, lo que se expresa habitualmente
diciendo a/ ¢itulo legal de 835 m, ( El titulo™, es decir,

la proporcién del llamado metal Hamado precioso se
determina por una ley, es decir, por la arbitrariedad
de los hombres.) |

Muiﬁnplos y_submiiitiplos de la peseta

Los mu[z‘zp!as K suémulﬁzpms de la pesefa son:

PESO TITULO
! La pieza de 100 pesetas 32 gr. 258 |
» » 50 » 16 » 129 )
. »  » 25 » 8 » 064
RO »  » 20 » 6 » 452 J00 m.
» » 10 » 3 » 226 §
k > 0w 5 » 1 » 633
g La p1eza de 5 pesetas 25 gr,
PLATA . 2 » 10 » 5835
f » o090 s, 2 0» 300 g
c (, La pieza de 010 —cs. 10» )
OBRE N .. 950 F
»  » - 005 ——cs. 5>

Se observara que la peseta y sus multiplos v sub-—
multiplos, como unidades de 10 en 10 veces mayores

¢ menores, se les puede aplicar el sistema decimal
de numeracién.

Billetes de bw

Los billetes de banco permiten ser asimilados 4
promesas de dar ciertas cantidades de monedas.

* Para dar mds duracién a las piezas de moneda, que estan

qujetas & un roce continuo, se ahade generalmente al ore, co-
bre; a la plata, cobre v zinc; al cobre, estafio y zinc. Esias
mezclas lldmanse liga,

#  Hay monedas de 2 céntimos v de 1 eéntimo poco usadas.
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Los bancos de Estado son arbitrariamente autori-

zados para emitir mas billetes de banco (es decir,

mas promesas de pago) que la cantidad de moneda
que tienen de reserva.

Tablas de conversién curso

No teniendo los diferentes paises las mismas uni-
dades de moneda, ha habido que establecer tablas de
conversién para las transacciones. Los banqueros
perciben un derecko de cambio variable por el cam~
bio de los valores los unos contra los otros, y de ese
modo las monedas tienen, con relacidon las unas 4
las otras v segin los lugares y circunstancias, valo-
res especiales que se llama curso y cuya fasa se
determina.

Los problemas sobre las monedas, sobre el curso
de cambio, etc. no -se planteardn en una sociedad
razonable, conforme hemos explicado. El compaiie-
rismo entre los hombres reemplazara la concurren-
cia y el comercio.

Unidad de tiempo. — El segundo

En sus Elementos de quimica inovganica { capitulo
primero. Principios generalesy W. Ostwald trata
como sigue el asunto del espacio y del tiempo:

«Uno de los primeros conocimientos que adquiri-
mos es la de la alternativa del dfay de la noche,
Esta alternativa de la claridad y de la obscuridad,
que se reproduce regularmente en el medio en que
vivimos, di6 al hombre una nocién fundamental, la
del #empe. Siendo absolutamente independiente de
uestra voluntad, nos sirve de medida odjefrva para

f

‘zf 15 fenomenos, v referimos los acontecimientos a 1os
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$1gnos y marcas que nos suministra la sucesion alter-
nada de los dias y de las noches.

»Siendo esta medida demasiado grande para mu-
chos fendmenos, se le ha dividido en partes mas
pequeiias. La vigésima cuarta parte del periodo
diurno sirve de unidad, bajo el nombre de Zora,
para las necesidades de la vida practica. Para las
necesidades cientificas, se emplea como unidad, bajo

el nombre de segundo, el —— de la hora, ¢ dicho

3600

de otro modo, €l del periodo diurno total.

86400

»Por otra parte, la experiencia nos demuestra (ue
una multiplicidad innumerable de ceosas diversas
puede existir 4 la vez en el mismo tiempo. Esta plu—
ralidad ha dado lugar 4 Ja concepcion de espacio. Se
entiende por espacio el medio comdn v homogéneo
que sirve para colocar v para ver de una vez las
‘cosas simultineamente dadas...»

Los mialtiplos del segundﬁ

He aqui el cuadro de las unidades de tiempo que
comprende el segundo y sus mdaltiplos.

La fora = —de dia=60 minutos==3600 segundos.
Bl minuto = - de dia == e de hora - = 60 se-
3}
gundos.
i 1 1
Kl segundo = —— de dia = —— de hora == —
8400 36500 65¢)

de minuto.

£n resumen: el dia contiene 24 horas, la hora
contiene 8¢ minutos v el minuto contiene 60 segun-—
dos. Las divisiones de segundos se cuentan en déci—
mas, centésimas, eic,
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Medida del circulo

Se divide el circwio en 360 grados, ¢l grado, en
60 minutos; el minuto, en 60 segundos,; el segundo,
en 60 fZerceros. Se representa la palabra grado por
el signo *; la palabra minuto, por el signo ’; la pala-
bra segundo, por el signo ”; la palabra tercero, por
el signo . Por ejemplo, 18 grados, 21 minutos, 6
segundos, 38 terceros, se escribiran: 18°21'6”38"",

<l medic méas sencillo para practicar operaciones
con los nimeros llamados nimeros complejos, con—
siste en reducir previamente todas las diferentes
unidades en unidades del orden menor. Para conver—
tir, por ejemplo, los grados en minutos, basta mul-
tiplicarlos por 60, puesto que 1° = 60", Asi también,
para convertir los minutos en segundos, basta mul-
tiplicarlos por 60, puesto que 1'=60", etc. Hecha
esta conversidn, se efectia la operacidn, dividiendo,
por ejemplo, segundos por segundos si se trata de
una divisidon de segundos; multiplicando segundos por
segundos, por ejemplo, si se trata de una multiplica-
cion de segundos, y, terminada la operacidn, se
convierten en seguida, si ha lugar, los minutos del
altimo orden en unidades de cada orden. Si, por
ejemplo, el resultado de una operacién da 119"
divide 119 por 60 para encontrar los minitos v se
tendrd 1’ y un resto de 597, 119" = 1’557,

Respecto de las operaciones sobre los nimeros
compuestes, puede también procederse p@r reten—
cidn. Sea, por ejemplo, adicionar

387 247
~ 20y
— 417 13"

4 Soal v -~ Vatdd r i 1
Se dir ra s 2-"1{—;— 497 = hH:{}{} -—g— 137 = -+



13”7, Pongo 13" y retengo 17, 17 retenido -4 38/ 4= 2/
= 41’.
Si, por el contrario, se usase ¢l primer procedi-
miento indicado se diria:
38" X 60 == 2280”7 4 24" = 2301”
2" X 60 = 120" 4 49" 169"
23047 4 169" = 2473"
1732" divididos por 60 sumaran cierto ntmero de

I

I

L
*

minutos mas un resto de segundos v se tendra 2473
= 41'13".

Se ve que, en el caso presente, el procedimiento
por retencion es mas practico que el procedimiento
por conversion.

Unidades C G S

- Entre las diferentes unidades que acabamos de in-

dicar, tres son fundamentales, por cuanto nos per-
miten estudiar todos los fendmenos desde el punto
de vista del movimiento. La idea de movimiento im-
plica las nociones siguientes:

1. Un camino recorrido que medir;

2.° Una masa que recorre ese camino y que con-
viene medir; '

3. Un tiempo mas é menos largo que emplea la

masa en recocrrer el camino.

La unidad escogida para medir el canino es el
centimetro, la unidad escogida para medir la masa *
es la masa del gramo; la unidad escogida para medir
el trempo es el segundo sexagesimal de tiempo medio.

Sin insistir aqui{ sobre ese sistema de unidades
C G S (centimetro, gramo, segundo) que desarrolla-
remos en otro lugar mis extensamente, haremos

*  Néase La Substancia Universal.

e S e
sribansiRaas iR ettt LU




notar cuan comodo es para comparar entre silas
velocidades y las variaciones de velocidad (acelera-
ciones ).

Se llama dine (del griego puNamis = fuersa) la
unidad C G S de fuerza, 4 saber: la que es capaz de
imprimir 4 la masa de un gramo una aceleracidn
igual 4 un centimetro.

Esta concepcidn permite comparar la cantidad de
trabajo realizado ¢ por realizar por las diferentes
fuerzas *. La unidad C G S de energia (trabajo
mecanico) es la dina-centimetro & erg, 4 saber: la
energia de una dina obrando sobre una longitud de
un centimetro. |

Refiriéndonos 4 lo que deciamos al principio de
esta Segunda Parte, insistimos sobre la importancia
capital que tiene para un individuo conocer exacta—
mente las diferentes unidades en uso v sus relacio—
nes entre si, puesto que las unidades, una vez esco-
gidas; el conocimiento del calculo permite efectuar
todas las medidas de los grandores, es decir,relacio—
nar las medidas de los grandores 4 simples opera-
ciones de céalculo.

Para terminar esta Segunda Parte, y antes de con-
tinuar el estudio del calculo, réstancs indicar unos
tipos de ejercicios que se refieren 4 las diferentes
unidades que acabamos de enumerar.

B

Formas de la energia (energia mecdnica, térmica, eléc-
trica, magnética, etc., etc.)
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CUADROC RECAPITUILATIVO
DE LA SEGUNDA PARTE

Sistema métrico. — Sistema de unidades de medidas cuvo
punto de partida es el metro.

Metro. — Unidad de longitud 4 0 grados centigrados de un
patrén de platino € iridio- conservado en Paris, que repre-
senta aproximadamente la dlezmilioneslma parte del cuarto
del meridiano terrestre. La numeracién de las ionmtades £s
decimal.

Multiplos. — Deca == diez, hecto = ciento, kilo == mil, miria
—diez mil. (Decdmetro, hectémetro, kilémetro, miridmetro®.

Submultiplos. -— Deci = décimo, centi — centeszmo, mili =- .
milésimo. ( Decimetro, centimetro, mlhmeiro) micron == mi-
lésimo de milimetro.

Metro. cuadrado. — Unidad de superficie. Cuadrado que
tiene 1 m-de largo v 1 m de ancho. Decdmetro cuadrado
(drea) == 100 m?; hectémetro cuadrado (hectdrea) —
10000 m?, etc. Decimetro cuadrado == 0m?201; centimetro
cuadrado = O0m? 0001, etc. La numeracion de las super-
ficies es centesimal. '

Metro cubico.— Unidad de volumen. Cubo que tiene 1 m
de largo, 1 m de ancho y 1 m de alto. No hay nombre pas-
ticular para logs maultiples de m®. El 'decimetro ciibico -—
0m3,001. El centimetro ctbico == 0m30006001, etc. La nu
meracion de los voltmenes es milesimal.

Litro. — Unidad de capacidad, cabida = 1 dmc. {Decaliiro,
hectolitro, dectlitro, centilitro). La numeracién de las uni-
dades de capacidad es decimal.

Gramo. —- Unidad de peso. Peso en Paris de un ceniimetro

- cubico de agus destilada 4 4 grados centigrados. {Decagra-

mo, hectocgramo, kilogramo, decigramo, centigramo, mili-
gramo. La tonelada — 1000 k 100*.} La numeracién de los

pesos es decimal,




Densidad 6 peso especifico. -— Peso de la unidad de vo-
lumen de un cuerpo.

Volumen especifico. — Volumen de la unidad de peso de
Un cuerpo.

Peseta. — Unidad de moneda -= pieza que pesa 5 gramos v
contiene 835 partes de plata (titulo 835 m) y 165 partes de
cobre. Las otras piezas de plata de O pesetas, de 2 pesetas
y de media peseta. Las piezas de oro (de titulo de 900 m)
son de 100, 50, 25, 10 v 5 pesetas. lLas piezas de bronce
(de titulo de 950 m) son de 0,10, 0,5 ¥ 0,2 céntimos de pe-
seta. La numeracion de las unidades de moneda es decimal
El uso de la moneda y sus consecuencias resulta del princi-
pio falso de concurrencia entre los humanos aplicado por
las sociedades actuales y no se aplicara cuando los humanos
razonables establezcan entre si el principio justo de compa-
fierismo.

Segundo.—Unidad de tiempo que representa la 86400 partc
del dia. El dia se divide en 24 horas, 1a hora en 60 minutos.
el minuto en 60 segundos.

Grado. — Unidad de medida del circulo. (Se llama también
grado la unidad de medida de la temperatura.) El grado,
unidad de medida del circulo, es su 3602 parte. Esta divi-
dide en 60 minutos, el minuto en 60 segundos, el segundo
en 60 terceros.

Unidad C G S (centimetro, gramo, segundo). — Son las
unidades fundamentales que permiten estudiar todos los
fendmenos desde el punto de vista del movimiento y medir
todos los movimientos. Al efecto se concibe una masa que
se mueve sobre cierto camino v en cierto tiempo. El camino

se mide por el centimetro, la masa por el gramo v el tiempo
por el segundo.

Medida. — Toda la ciencia {conocimiento humano} va 4 pa-
rar 4 la fisica matematica, que se convierte en definitiva en
la utilizacion del calculo por la medida de los grandores.
La fisica matemadtica nos permite apreciar con exactitud la
naturaleza v la intensidad de los fendmenos. Una operacion
de medida consiste esenciaimente en la comparacién de io
que se guiere medir con un mdédule dela misma naturalezu.




Las formulas de fisica matemdtica no permiten efectuar
rapidamente estas medidas.

Operaciones elementales sobre los nimeros decimales.
— Adicidén y sustraccion, como los numeros enteros, cui-
dando de poner las comas unas debajo de otras. Multipli-
cacion, separar del producto tantas cifras decimales como
haya en los dos factores. Divisién, multiplicar el dividendo
y el divisor por 10, por 100, por 1000, etc., segtin el caso,
de modo que se suprima la parte decimal. { Véase Tercera
parte.) '
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
sobre el Sistema méirico
y sobre las Unidades fundamentales

I

MEDIDAS DE LONGITUD. — NUMERACION

Enumerar las medidas de longitud,

:Cuantos decimetros, centimetros, milimetros hay
en un metro?

¢ Cuantos kildmetros, hectémetros, dzcametros,
metros, decimetros, centimetros, milimetros hay en
un miridmetro?

¢ Cuantos hectémetros, decametros, ete. hay en un
kilébmetro?

¢ Cuantos decametros, metros, decimetros, etc. hay
en un decametro?

Tomando el miridmetro por unidad, ;cémo se lla-
maran los décimos de miriametro? los centésimos?
los milésimos? ios diezmilésimos? etc.?

Tomando el kilémetro como unidad, ;cémo se lla-
maran los décimos de kildémetro? los centésimos?
etcétera?

Tomando el centimetro como unidad, ;cémo se
llamarén las longitudes 10 veces mayores? 100 veces?
1000 veces? etc.?

¢Cual es la longitud del meridiano terrestre en
metros? decidmetros? hectémetros? etc.?

Cuando se cambia la coma unc, dos, tres lugares,
etcéiera, hacia la derecha, ;en qué se convierten las
diferentes unidades de longitud?
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Cuando se cambia la coma uno, dos 6 tres lugares,
etcétera, hacia la izquierda ;en qué se convierten las
diferentes unidades de longitud ?

Enunciar longitudes v hacerlas escribir.

IZscribir longitudes y hacerlas leer.

Tomar un metro y hacer que se midan longitudes.

Medir la altura de una pieza, la longitud de una
tabla de madera, la altura de un escalén de una es—
calera, la longitud de una fachada, el ancho de una
ventana, etc.

Encargar 4 los alumnos que tomen medidas, unos
midiendo, otros tomando notas.

11

MgDIDAS DE LONGITUD. — ADICION

Un cuerpo que cae en Paris en caida libre, es
decir, sin velocidad inicial, habri recorrido durante
el primer segundo 4 m, 905; durante el segundo se-
gundo, 14 m, 715; durante el tercero, 24 m, 525; du-
rante el cuarto, 34 m, 335; durante el quinto, 44m, 145.
¢ Cudntos metros habrd recorrido al cabo de cinco
segundos?

IEscribir la distancia recorrida tomando sucesiva-
mente por unidad el hectémetro, el kilérmetro, el
miriametro, el decimetro, el centimetro, el mili-
metro.

Hacer un itinerario. Notar las distancias entre las
diferentes localidades por las cuales se pasara. Cal-
cular el camino que ha de recorrerse en metros, en
kilémetros.

ncargar 4 los alumnos que tomen medidas de
longitud v las adicionen.
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MEDIDAS DE LONGITUD. SUSTRACCION

La torre Eiffel tiene 300 m de altura, la mas alta

piramide de Egipto tiene 142 m. ;Cuénta es la dife-

rencia? _ |

‘Medir la estatura de diterentes personas y calcular
las diferencias.

Anctar la estatura de un nifio en cilerto momento
y su estatura 4 3 meses, 6 meses, un aio, etc. des-
pués, ¢ Cudnto habri crecido en 3 meses? 6 meses?

.en un ano? etc.?

Los gldbulos rojos mas pequedos.de la sangre
tienen una 6 . (microns) de didmetro v los mayores
unos 9 microns, mientras que los gldbulus blancous,
los més pequefios, tienen 8 u v los mayores 20 oy
aun mas. ¢Cual es la diferencia en milimetros entre
los pequenos gldbulos blancos y los pequenios glo-
bulos rojos, v entre los grandes glébulos blancos y
los grandes globulos rojos?

v

MEDIDAS DE LONGITUD. — MULTIPLICACION

Un andarin recorre unos & km,2 por hora. ; Cuan-
tos metros habrd recorrido en 5 dias si camina 8
horas diarias? '

Medir la altura aproximada de los escalones e
una escalera v contarlos. Decir 4 que altura aproxi-
mada sobre el suelo se halla la citma de la escalera.

Un cuerpo que cae en Paris en caida libre, es
decir, sin velocidad inicial, recorre en el primer se—
gundo de caida 4m,905. Habra recorrido al cabo del



segundo segundo 4m,905 X 2 veces 2; al cabo del
tercer segundo, 4m,905 X 3 veces 3 y, de una ma~
nera general, al cabo de cierto nimero de segundos,
4m,905 X ese cierto numero de segundos maltipli-
cado por si mismo. ;Culdntos metros habri reco-
rrido al cabo de un minuto (60 segundos).

tscribir la distancia recorrida tomando sucesiva-
mente por unidad el miridmetro, el kilometro, el
decimetro, el centimetro, el milimetro.

Se ve desde una ventana una pared 4 la cual no es
posible aproximarse para medir su altura; pero se
sabe que estid hecha de ladrillos cada hilada de los
cuales tiene 68 milimetros de altura; y se cuentan 24
hiladas de ladrillos. ; Qué altura tiene esa pared?

Hacer ejercicios de medidas de longitudes midiendo
una de las partes iguales de una longitud y demos—
trar gue se puede adquirir el habito de evaluar las
longitudes inaccesibles.

El sonido se propaga & razén de unos 340 m, 89
por segundo en el aire 4 la temperatura de unos
16 grados. Se oye una detonacion de fusil 2 */, se—
gundos después de halier visto el fogonazo y el humo
salir del caidn del arma. ;A qué distancia se estd
del tirador?

Durante una tempestad se ha visto un reldmpago;
se ha oido el trueno de ese relampago 4 segundos
después. ;A qué distancia se estaba del punto en
que se produjo el reldmpago?

Se mide la circunferencia de una rueda de coche
y se ve que tiene 482 centimetros. Se mira esa rueda
mientras el coche camina, y sec observa que una
mancha que tiene esa rueda vuelve al mismo lugar
13 veces por minuto, lo que equivale 4 decir que la
rueda da 43 vueltas por minuto. £l coche marcha
H

durante 3 horas y 5 Segundos. Se sabe que una




hora consta de 60 segundos. ¢Qué camino habri re-
corrido préximamente el coche en el tiempo” que ha
caminado?

v

MEDIDAS DE LONGITUD. — [HVISION

Un andarin ha recorrido en 6 !/, dias 283257 me-
tros. Ha andado 9 horas diarias. :Cuantos kilémetros
ha recorrido diariamente por término medio?

Desde 1.° de julio hasta 3 de diciembre inclusive,
Pedro ha crecido 42 milimetros. ¢Cuanto ha crecido
por dia suponiendo que ha crecido por igua! cada dia?

Entro en mi casa; En el umbral hay 3 escalones;
para llegar al primer piso hay 23 escalones; después
hay 4 tramos de 19 escalones cada uno; por dltimo,
hay un tramo de 17 escalones que conduce 4 la buhar-
dilla, Se me dice que la buhardilla estd 4 17 m, 85
sobre el nivel del suelo y que todos los escalones
tienen la misma altura. ;Cudl es la altura de uno de
los escalones? :

Pedro y Gustavo van juntos por un camino. Se
entretienen contando los’ pasos que dan en el carso
de un kildometro. Pedro anda 1784 pasos vy Gustavo
1886 pasos. Suponiende que todos los pascs de Pe-
~dro son iguales, y que todos los de Gustavo son
iguales también, ¢cudl es la longitud en milimetros
de los pasos de cada uno de ellos?

Para poner un hilo telegrafico de una longitud de
2 Mm, 5674 se han necesitado 264 rollos de hilo. ;Qudé
longitud de hilo hay en cada rollo?

- En un momento en que la Tierra se halla 4 unos
1479006000 km del Sol, la luz solar tarda unos 492
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segundos en Hegar 4 la Tierra. ;Cudntos kilémetros

v

dr

camina aproximadamente esa luz por segundo?
Observaciones. —Por los problemas que preceden
rme 4e pro-

puede formarse ideas de la cantidad enc
blemas précticos que el conocimiento de la aritmé-
tica permite resolver. Habrid lugar de ejercitarse 4
resolver rdpidamente las longitudes. Si se sabe, por
cjerﬁplo que la distancia entre los &rboies de un ca-
mino es de 8 metros, bastard contar los arboles v
multiplicar la cifra hallada por 8, para tener la dis—
tancia del camino. El nimero de los escalones de
una escalera, puede permitir; conociendo la altura
de un escaldn, calcular la altura de una escalera. El
nimero de pasos puede permitir el calculo aproxi-
mado de uua distancia, conociendo la longitud de un
° paso, etc. Por el sonido se puede caicular una dis-
tancia, si se conoce su velocidad, lo mismo gue ha
podido calcularse la velocidad del sonido efectuando 11
experiencias en que la distancia entre dos puntos

cra conocida,
das de longitudes, conociendo, por ejemplo, la lon-

gitud de la mano, del brazo, del paso propio, la
altura de una hilada de ladrillcs, de un escalon, la
distancia entre dos arboles, etc. Podrid utilizarse
para estos céalculos los juegos y los pasegs. Los
alumnos deberdn ejercitarse 4 plantear por si mismos

problemas de adicidn, de sustraccidn, de —ultiplica-
cion v de divisidon de las longitudes y problemas en

Conviene ejercitarse 4 efectuar calculos de medi-

que se combinen las diversas operaciones.
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MEDIDAS DE SUPERFICIES. — NUMERACION

Enumerar las medidas de superficies.

En un metro cuadrado ;cuéantos decimetros cua-
drados hay? centimetros? milimetros cuadrados?

Xn un miridmetro cuadrado ;cuantos kilémetros
cuadrados hay? hectémetros? decaAmetros? metros? de-
cimetros? centimetros? milimetros? hectireas? areas
cuadradas?

En un kilémetro cuadrado ;cuantas hectareas hay:
areas? kectometros cuadrados? decametros? metros:
decimetros? centimetros? milimetros cuadrados?

Fn una hectdrea ;cuédntas areas hay? hectémetfos
cuadrados? metros? decimetros? centimetros? mili-
metros cuadrados? .

En el decametro cuadrado ;culntas areas hay:
metros? decimetros cuadrados? |

Etc., ete. '

Tomando como unidad el miriametro cuadrado
:como se llamaran los décimos de miridmetro cua-
drado? los centésimos? etc.?

‘T'omando como unidad el kildmetro cuadrado ;coémo
se Hamaran los décimos de kildometro cuadrado? los:
centésimos? ete.”

Kie., ete.

Cuando se cambia la coma uno, dos, tres lugares,
etcétera, hacia la derecha jen gué se convierten las
diferentes unidades de superficie?

(Cuando se cambia la coma uno, dos, tres lagares,
cteetera, hacia la izquierda ;en qué se convierten las
diferentes unidades de superficie?

: Qué sucede cuando en unidades de superficie sc

campia lz coma dos, cuatro, seis, etc, lugares hacia

LY
*

° - -~
- -

1, S RHaed
ia derechar hacia la

i
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Enunciar medidas de superficie v hacerlas es—
cribir.

Escribir medidas de superficie v hacerlas leer.

Tomar un metro recto, un metro doblado, una
cadena de agrimensor, un doble decimetro vy hacer
que se midan superficies (paredes, campos, patios,
pliegos de papel, tablas, etc., etc.

Encargar 4 los alumnos gue tomen medidas; unos

midiendo, otros tomando notas, otros calculando,”

otros verificando los calculos,

Vil

&

MEDIDAS DE SUPERFICIE. — ADICION Y SUSTRACCION

Una casa ocupa una Superiicie’ de 324 m?, 27 dm>.
Un jardin alrededor de la casa ocupa una superficie
de 23 decametros cuadrados, 5 metros cuadrados;
un terreno cultivado detrds de la casa ocupa una
superficie de 15 hectareas, y un terreno inculto que
esth 4 continuacién ocupa una superticte de 7 areas.
:Cudl es la superficie total ocupada por la casa, el
jardin y el terreno?
~ Sise separa de esa superficie la de la casa y del
jardin, ;cuanto queda?

Medir superficies {paredes, tablas, pizar-as, plie-
gos de papel, terrenos, etc., ete.) Adicionarios. Sus-
traer. Indicar que la Geometria permite calcular las
superficies y que por el momento se ocupa sélo de
las superficies rectangulares.

Demostrar que, por ejemplo, una diagonal divide
an rectangulo en dos triangulos iguales, v que Ia
superficie de uno de elics es igual 4 la mi

e
rectangulo.




Medir aproximadamete superticies irregulares re-
hiriéndolas 4 rectangulos 4 los cuales se afiade 6 de
los cuales se separan triangulos.

v VIII

MEDIDA DE SUPERFICIE.— MULTIPLICACION Y DIVISION

Se ha embaldosado una cocina empleando baldosas
de forma cuadrada que miden 24 centimetros de lado.
Kn- este trabajo han entrado 125 baldosas. ;Cu4l es
la superficie embaldosada? o

Se ha embaldosado una antecimara de 1m?.50
e;npleaqdo‘baldosas del mismo tamafio. ; Cuédntas bal-
dosas han entrado?

Se han puesto cortinas 4 16 ventanas. La dimen—
si6n de cada media ventana es 1m,70 de alto y 0m,45
de ancho. ;Qu¢ superficie se habrd cubierto con las
cortinas? |

Se quieren plantay patatas en la cuarta parte de
un campo que tiene una superficie de 29 4reas. Las
patatas se plantan en quincunces y 4 0m,40 de dis—
tancia, de manera que han de ponerse, por ejémpic_), '
2 patatas menos sobre cada hilera par. ;Cuéntas
patatas se necesitardn para sembrar la -cuarta parte~
de las 29 areas? Digase en m® la superﬁcie que se
habrd puesto en cultivo. ;Cudl serd la superficie
comprendida entre dos hileras?

En la misma saperficie puesta en cultivo, si se
sembraran alubias en grupos distantes entre sf Om,25
v colocadas también en quincunces, ;cuintas alubias
sc¢ necesitan si se quieren sembrar 8 alubias para

1

cada grupc? ;Cual serd la superficie comprendida

a
entre dos hileras de grupos? : Qué superficie se nece-
2 i
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sitara si se quiere trazar una vereda de Om,10 de
ancho cads 15 metros?.

43 trabajadores tienen que labrar 89 hectireas y 7
centidreas de terreno. Desean también repartirse ¢l
trabajo. (Cuédntos m? deber4 labrar cada uno?

Un territorio se halla comprendido entre cuatro
caminos (jue se cortan en angulos rectos. Los cami-
nos estan bordeados de arboles distantes entre si
7m,50. Los dos caminos que van de Norte 4 Sur
tienen cada uno 36 arboles; los otros dos gue van de
Este 4 Oeste tienen cada uno 48 arboles. Cualctlese
la superficie del terreno en hectareas y areas..

Un tapiz tiene 2m,15 de ancho y 3m,45‘ de largo,
se trata de doblarie con una tela que tiene Im,15 de
"ancho. ;Cuintos metros de esta tela se necesitarin?

Ocho habitaciones tienen cada una 4m,20 de ancho,
5m,35 de largo v 8m,12 de alto; tienen ademas cada
una dos ventanas de 1m,65 de alto por 98 centimetros
de ancho; una puerta de 2m,24 de alto por 1m,26 de
ancho, y una chimenea de 1m,44 por 1m,37. Se quie-
ren pintar las paredes de estas 8 habitaciones. ;Qué
superficie es la que se ha de pintar?

Observacion.—Los problemas que hemos indicado
4 proposito de las superficies podran servir de tipos,
v los alumnos deberan ejercitarse por si mismos en
plantear y resclver problemas de cédleulos de super-
ficies. ‘

Conviene hacerles apreciar la supcriicie de una
- pared por las dimensiones y el nimero de ladrillos
de cada hilada vy por el ntmerc de hiladas; que
aprecien la superficie de un movimients por el cilcu-
lo'de una hilera de tablas y del ndmero de las hile-
ras, etc.; la superficie de una pared midiendo las
dimensiones de un dibujo que se repite; la superticic
de un campo por ¢l nimero de semillas en ¢ deposi-
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tadas, conociendo la distancia entre las semillas, ete.,
etcétera. LLos paseos y los juegos pueden ser tam-—
bién utilizados para ejercicios de medidas de super—
ficies.

121 profesor explicara 4 los alumnos mas adelantados
qué se entiende por perpendicular, paralela, dngulo
recto, paralelégramo, rectangulo, tridngulo, trape-
cio, circulo, etc.; después les-dara las principales
refﬂas siguientes, que permiten calcular las superfi-
cies imaginarias, 6, lo que es preferible, superficies
reales medidas. -

La super ficie de un paralelogramo — {un parale-
logramo es una figura plana comprendida entre 4 li-
neas rectas paraielas 2 4 2) — es igual al producto
de uno de sus lados por la perpendicular que mide la
distancia de este lado allado opuesto. Imaginense
6 midanse paralelégramos y calcilense sus superfi-

cies,

La superficie de un J'ecfci;zgzdo se mide de la misma
manera — {por ser un rectdngulo un paralelégramo
cuyos angulos son rectos). — Puede decirse también
(siendo los lados perpendiculares 2 4 2) que la su-
perficie del rectangulo es igual al producto de su
base por su altura. imaginense ¢ midanse rectangu-
los v calctlense sus supertficies.

La superficie de un cuadrado — {un cuadrado es
un rectangulo que tiene todos los lados iguatesy.—La
superficie del cuadrado es wual ai nimero que ex—
presa la longitud de un lado multzphcado por si mis-
mo. Imaginanse 6 midanse cuadrados y calcilense
sus superficies.

La superficie de un irapecio es igual al preducto
de la semi-suma de sus bases por su altura, 6 también
al producto de su aitura por la recta que une los
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medios de los lados no paralelos. Imaginense ¢ mi-
danse trapecios y calcilense sus superficies.

La super ficie del circulo es igual 4 3,1416 multipli-
cado por el cuadrado delr adio. Imaginense 6 midanse
radios de circulos y calcilese la superficie de los
circulos. "

Se halla la supesrfic e de un poligono cualguiera —
(un poligono es una figura plana cerrada por lineas
rectas (lados) en nimero indeterminado) — trazando
lineas que. dividen el poligono en tridngulos, calcu-
lando después la suma de las superficies de esos
tridngulos. Imaginense ¢ midanse poligonos y midan-
se sus superficies,

IX

MEDIDAS DE VOLUMEN. — NUMERACION

“numerar las medidas de volumen.

: Cuantos decimetros, centimetros y milimetros cii-
bicos hay en un metro cibico? _

¢ Cuantos centimetros y milimetros cidbicos hay en
un decimetro cibico?

¢Cuantos milimetros cibicos hay en el centimetro
cubico? |

‘Tomando el metro como unidad, :cémo se lama—
ran los décimos, los centésimos v los milésimos de
metro cabico?

Tomando el decimetro clbico coms unidad, ;como
se lamaran los décimos, centésimos y milésimos?
eteétera, |

Tomando el centimetro cibico como unidad, ;edmo
se llamaran los décimos, los centésimos? stc.

Tomando el milimetro cibico como unidad, ;cémo
se llamaran los décimos, los centésimns? ete.
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Cuando sc cambia la coma uno, dos, 6 tres, 6 ete.
lugares hacia la derecha, sen qué se convierten las
diferentes unidades de volumen:?

Cuando se cambia la coma uno, dos, & tres, é etc.
lugares hacia la izquierda, ¢en qué se convierten las
diferentes unidades de volumen?

¢ Qué sucede cuando respecto de las unidades de
volumen se cambia la coma tres, seis, nueve lugares
hacia la derecha? hacia la izquierda? -

Enumerar las medidas de capacidad.

:EL litro, el hectélitro, el decédlitro y el decilitro
cuanto valen en metros cibicos? en decimetros ci-
bicos? | .

¢Cuantos decalitros, htros decilitros v centilitros
vale el hectolitro:

: Cuantos litros, decilitros y centilitros xale el de—
Cllltr‘()‘

:Cuantos decilitros y centilitros vale el litro?

Iitc., etc. |

Tomando el decahtm como unidad, ;cémo se la-
maran las unidades 10 veces mayores? la 10, 100,
1000 menores? .

Cuando se cambia la coma uno, dos 6 tres Jugares
hacia la derecha, ;en qué se convierten las diferentes
unidades de capacidad:

Cuando se cambia la coma uno, dos ¢ tres lugare
hacia la izquierda, ¢en qué se convierter las dife-
rentes unidades de capacidad?

fYnunciar medidas de volumen y de capacidad 5
hacerlas escribir.

IZscribir medldas de volumen v capacidad y ha-
cerlas lear. -

Hacer que se calculen medidas de volumen por
medin de dimensiones tomadas por los alumnos schre
los obietos.



MEDIDAS DE VOLUMEN, CAPACIDAD.

Apicidn, SusTracciOn, Murripricacion, Division

;Cudl es el volumen total ocupado por seis piedras
de sillerfa cuya longitud, ancho y altura se mide?

¢Cuél es el volumen ocupado por una O varias
cajas, libros, etc., que se mide?

:Cual es la capacidad de una habitacién de plano
rectangular cuya Ioﬁgit:ud, ancho y altura se mide?

:Cuél es la capacidad de una habitacién rectangu-
. lar cuyas dimensiones se miden,® deduciendo, por
ejemplo, el volumen de un armario?

Cada individuo respira una cantidad de aire que
varia ségfm su constitucidn, su edad, el trabajo efec-
tuado, la disposicién del momento, etc. Por término
medio un individuo aspira & la vez vnos 300 cm® de
aire, y hace 18 aspiraciones por minuto. ¢Cuanto
aire habrd penetrado en su pecho en 24 horas? en
una semana’ en un mwes de 28 dias? en un mes de 29
dias? de 30 dias? de 31 dias® en 1 afio? en 60 afios?
Evaluar esas cantidades en litros, después en m®.

Todo ese aire no se utiliza. Se ha evaluado en
unos 21 litros por hora la cantidad de oxigeno con-
sumido por un individuo. (Qué cantidad consumira
por término medio en un afo? Kyzaluar esa cantidadl
en litros, en gramos, en m®.

Diversos higienistas han calculado, aproximada—
mente v con variaciones bastante grandes segun las
apreciaciones, que una cantidad de aire lo menos de
10 m?® era necesaria por hora y por persona por tér-
mino mediC. Sobre este dato, medir la capacidad de
diferentes habitaciones v ver si el volumen de aire

Que contienen es suficiente para las personas v




durante el tiempo que en ellas estacionan. Determi-
nar cuantas veces al dia conviene renovar el aire
abriendo las ventanas. (Cuanto mas pequefia es una
habitacidén conviene abrir con mas frecuencia las
ventanas J.

IEn una clase que contiene cierto ntmero de alum-
nos y ciertas dimensiones, :se¢ puede sin inconve-
niente permanecer una hora v media sin renovar ¢l
aire? |

; —

Se ha calculado que anos 20000 litros de sangre
atraviesan los pulmones en 24 horas, v 130 litros los
rinones, ¢ Qué cantidad®de sangre aproximadamente
habra atravesado esos 6rganocs en un individuo que
haya vivido 58 ados? Dar la cifra en m?.

Hacer que los alumnos caven un hovo bastante
grande y cuadrado lo mejor que puedan. Hacerle
medir.. Dado el tiempo empleadc (en horas) v la
capacidad del hovo, calcular cuintas horas necesita—
rian esos alumnos para cavar una zanja de una an—
chura, de’una profundidad y de una longitud dadas.

LLa cubierta de una cémoda es un trozo de marmol

de 23 milimetros de grueso, de 4dm,8 de ancho v de
87 ¢m de largo. ;Cudl es el volumen de ese trozo
de marmol?

g
i
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Sumergido ese trozo de marmol en un tonel com-—
pletamente lleno de agua, hard desbordar el tonel.
: Cuéntos litros de agua saldrén de él:

Medir el volumen de una pared de ladrilios. Medir
el volumen de un ladrillo v calcular después el ni-
merc de ladrillos que serian necesarios para construir
una pared igual. Luego para construir una_paréd
la mitad mas baja v més corta. 7

Medir una caja. Medir unas cajitas v caleular

cuantas cajitas podrian ponerse en la caja.
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lar lo mayor posible. Calcular, segin la altura del

ztgua en ¢l recipiente después de la lluvia, el volumen

de agua caida sobre el centimetro cuadrado & scbre
una superficie dada |

‘Una paloma consume diariamente unos tres y me-—
dio pufiados de grano (contando con cierto desper—
dicio). Medir el namero de puiiados que contiene un
litro y calcular cuantos se_necesitan para alimentar
8 pares de palomos durante una semana.

La trilla de una gabilla de trigo produce unos tres
y medio litros de grano. Si se trillan 2594 gabi—
llas, ¢cuantos sacos de un hectélitro v medio podrin
llenarse? ; Quedara una resta?

Se quiere construir un estanque rectangular con
una longitud y anchura dadas para contener deter—
minada cantidad de agua. Calcdlese la altura que
deberd tener. ¢

Hacer que los alumnos midan durante una decena
de dias frescos la cantidad de liquido que beba cada
uno -de ellos, y .que hagan lo mismo durante un:
decena de dfas calurosos. Calcular la diferencia de
consumo de liquido ‘entre los dias calurosos y los
dias frescos. Siendo, por supuesto, el ejercicio
normal.

Observacion.—I1.os ejemplos que preceden demos-
traran que es facil efectuar ejercicios practicos de
medidas. Iistos ejercicios pueden variarse al infinito
y servir para mostrar scbre todo que es posible
determinar las necesidades normales de un individuo.
Cada uno debera habituarse 4 medir sus necesidades,
lo que le permitira darse cuenta de los movimientos
que ha de realizar para satisfacerlos. Habra lugar de
ejercitar tos alumnos 4 que planteen problemas por

]
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121 profesor explicara 4 los alumnos mas adelanta=
dos lo que se entiende por paralelepipedo, prisma,
piramide, cilindro, cono, esfera, etc.; después les
dard las principales reglas siguientes, que permiten
calcular los volimenes usuales v hard que calculen
volimenes imaginarios, 0, lo que es preferible, vold-
menes reales medidos.

El volumen de un parale’epipedo es igual al pro-
ducto de la superficie de su base por su altura, Ima-
ginense 6 midanse paralelepipedos y calcilense sus
volumenes, _

Bl volumen de un prisma es igual al producto de
la superficie de su base por su altura. Imaginense o
midanse prismas y calctlense sus volimenes.

Bl volumen de una piram de-es - igual al producto
de la superficie de su base por la tercera parte de su
altura. Imaginense 6 midanse piramides y calcilense
sus volimenes,

El volumen de wun cono es igual al producto de la
superficie de su base por la tercera parte de su al-
tura. Imaginense ¢ midanse conos y calctlense sus
volimenes.

La superficie de la esfera esigual a 4 X 3,1416 X
el cuadrado del radio. El volumen de la esfera se ob-
tiene multiplicando la superficie por la tercera parte
del radio. Imaginense & midanse esferas y calcilense
sus volimenes. | ,

El volumen del cilindro es igual &1 producto de su
base por su altura. Imaginense ¢ midanse cilindros y
calcitlense sus volumenes.

Calcilese la superficie convexa desarrollada de un
cilindro. Demuéstrese que equivale 4 la de un rec—
tanguloe.
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MEDIDAS DE PESO.—NUMERACION

Enumerar la medida de peso. ’

¢Cuantos kilogramos, hectogramos, decagramos,
gramos, decigramos, centigramos y miligramos con-
tiene la toneladaz

:Cuantos m* (6 submiltiplos de m*) de agua des-
tilada 4 4 grados centigrados contienen esas diferen—
tes unidades?

¢ Cuantos hectogramos, decagramos, etc., contiene
el kilogramo?

¢ Cuantos- decagramos, gramos, etc., contiene el
hectogramo? . ‘

<tc., etc.

‘Tomando la tonelada como unidad, ;cémo se lia-
maran los décimos, los centésimos, los milésimos,
etc. ?

Tomando el kilogramo como unidad, ¢cémo se lla-
maran los décimos, los centésimos, etc.?

Etc., etc.

Cuando se cambia la coma uno, dos § tres lugares
hacia la derecha, ;en qué se convierten las diferen-
tes unidades de peso?

Cuando se cambia la coma uno, dos 6 tres lugares
hacia la izquierda, gen qué se convierten las diferen-
tes unidades de peso?

Tomando el miligramo como unidad, ;cémo se
lamarian las unidades 10, 1060, 1000, etc., veces
MAayores?

, (COmoO se

Hamarian las unidades 16, 100, 1000, etc., veces

Tomando el centigramo como unidad

mayores?
Ete., etc,
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Iinunciar medidas de peso y hacerlas escribir.

Iiscribir medidas de peso y hacerlas leer,

Hacer que los alumnos efectien en diferentes ba-
lanzas pesadas variadas, que las comprueben y las
anoten,

NI
MEDIDAS DE PESQ.-—ADICION. — SUSTRACCION

MuLtipricacidéx v Divisidn

Se llama peso nelo el peso de los objetos, excey.-
tuado el de lo que les envuelve 6 de lo que se les
mezcla. Se Hama peso bruto el peso de cbjetos em-
balados ¢ de los objetos mezclados. Se hace un
paquete de ropa en el que entran 24Kg516 de ves-
tidos; 968 gramos de papel; 473 gramos de bra-
mante; una etiqueta que pesa 7 gramos, v 4 gramos
de engrudo. ¢ Cudl es el peso bruto del paquete?

Se hace un paquete de alubias. Para pesarle se
pone en la balanza un peso de 5 Kg, uno de 500 gr,
uno de 50 g, uno de 20 g v uno de 2 g. ;Cudl es el
peso del paguete?

il amigo que recibe el paquete, le deshace, siem-
bra ias alubias, y ve que resta en el paquete tierra y
restos que estaban mezclados con las alubias. Pesa
aquella tierra y aquellcs restos v ve que pesan 849
gramos. Pesa después todo el embalaje, vy ve que
resultan 935 gramos. ;Cuél era el peso neto de las
alubias? '

Se cargan en un barco 368 cajas de pasas. Cada
una de esas cajas contiene 12 cajitas gue pesan en
bruto 43Kg,9 dg. Cada caja vacia pesa aproxima-
damente 1 Kg

i

Yoo Qud peso se ha embarcado?
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¢ Cudnto pesan en Paris 6314 de agua destilada
4 4° centigrados? .

Una wasija llena de agua pesa 15Kg,7. Se sabe
que el peso del vaso es 1K,188, ;Cuil es el peso
del agua?

Para hacer jalea de manzanas es preciso moadar
las manzanas, retirar la parte central que contienen
las pepitas, cocerlas, exprimir el jugo y pesarlas.
En este momento se pone en una vasija de cobre
azlicar y se cuece hasta que toma aspecto perlado.
Después, para cada peso de 75 g. de azicar se pone
1 Kg de jugo de manzanas, y se deja cocer el todo
hasta que una cucharada de mezcla puesta sobre
unplato parezca goma liquida. Se tiene jugo de
manzanas cocido en una vasija que pesa en bruto
7Kg,800. La vasija vacia pesa 800 g. ¢Cuinto azicar
habra de ponerse 4 cocer para hacer jalea de man-
zanas? -

Se puede anadir 4 esta jalea, en el momento que
se hace cocer el jugo de las manzanas con el azticar,
el jugo y la bizna de un limdn. La jalea de naranja
se fabrica de la misma manera, con la Unica diferen-
cia que se exprime el jugo de las naranjas para
echarle en el azicar perlado. Hacer que pesen los
nifios las naranjas, hacerles calcular el desperdicio
(chscara, pepitas y puipa), hacerles pesar el jugo
(peso bruto con el recipiente, peso neto del jugo),
hacerles calcular el peso del azdcar. Hecha la jalea,
pesar los potes que la contienen (peso bruto, peso
neto ). Hacer que calculen el desperdicio debido & la
coceion y al trastego.—Respecto de la jalea de man-
zanas, queda, después que se han cocido las manza-
nas v exprinido el jugo, con qué hacer la marmelada
de manzanas. Calcular el peso de la mermelada, etc.

i.o que precede es un ejemplo que demuestra que




la experiencia en materia de cocina depende mucho
de las pesadas. Se llama fase la diferencia entre el
peso bruto y el peso neto. En el ejemplo que queda
expuesto, el peso del recipiente solo sirve para
obtener el peso neto del jugo ¢ de la jalea, Habi-
these 4 los nifios 4 pesar todo y 4 tarar cuando sea
necesario. Como no se fabrica siempre confitura, se
puede representar el simulacro de esta fabricacion.
[La arena puede utilizarse para representar el jugo v
el azdcar. Pueden tomarse, ademés, libros de cocina

y consultarlos.para las proporciones variables de los
- productos que han de mezclarse. Por ejemplo, segin
las frutas se pone mayor ¢ menor cantidad de azicar.

Se dardn problemas sobre la fabricacion de pas-
teles, etc. Los nifios como las nifias deben aprende
la cocinaj; es un trabajo razonable. Todos deben
tambi¢n (dicho sea de paso) darse cuenta de la com-
posicién quimica de los alimentos.

Se pesa un litro de g:arbamzos V8¢ Ve (ue pesa
877 gramos. ;Cuanto pesaran 46 hectdlitros?

Pesar alubias, habas, etc., v hacerse cargo de la
relacion entre el peso v el volumen; es decir, por
ejemplo, cuiles son los pesos respectivos de litros
de legumbres diferentes.

: Cuanto pesa en Paris un m® de agua destilada
4 4" grados centigrados?

Una vasija de una capacidad de 8 1 v 9 centilitros,
pesa vacio en Paris 1Kg, 433, ; Cudnto nesard lleno
de agua destilada 4 4° centgrados?

Cirrtos granos de plomo pesan 125 centigramos.
: Cudntos entraran en una tonelada’

St se han empleado 187 Kg de trigo para sembrar
una hectirea, ;qué extension se podrit sembrar con
62 kg ;Que peso de trigo se necesitard para sem-
brar 18 Areas?
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NI

DeNsiDaAD.— VOLUMEN ESPECIFICO

El platine, 4 volumen igual, pesando unas 23 ve-
ces mas que-el agua, ;cudnto pesaria un bloque de
platino de 13 dm”?

A volumen igual, la plata es 10,474 veces maés
pesada que el agua. Evaluar el volumén de dos l4m-
paras de plata que pesan en junto 3Kg,692?

El oro, 4 volumen igual, pesa 19,258 veces mas
que el agua, :cudl es el peso de un trozo de oro que
se ha sumergido en un vaso ileno de agua y que ha
hecho desbordar 75 dm® de agua®

El cobre rojo fundido pesa 8,788 veces més que
el agua; el hierro fundido 7,207; el zinc 6,861; el
aluminic fundido 2,56; el cristal unos 2,5. Evaluar
el volumen de objetos de cobre rojo, de hierro, de
zinc, de aluminio, de cristal, pesandolos.

As{ mismo, conociendo los pesos  especificos de
los liquidos, es decir, el peso de los liguidos 4 0"
comparativamente al del agua destilada y 4 4° centi-
grados tomados por unidad, se puede calcular, por
ejemplo, el peso de un volumen cualquiera, de un
liquido cualquiera sin pesarlo. Sabiendo, por ejem-
plo, que el mercurio es 18,596 veces més pesado
que el agua, calcular el peso de 21/, litres de mer-
Curio. |

Tomar de un volumen de fisica las tablas de los
pesos especificos de los sélidos y de los liquidos, v
hacer ejercicios del género de los anteriormente in-
dicados. .

‘Fomease unos objetos, de los que, conociendo su
pess v osu volumen, se determinarid su densidad;
conociendo su volumen v su densidad, se determinary

St
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su peso; conociendo su peso y su deansidad, se de-
terminara su volumen.
Determinar el volumen especifico de un cuerpo.

XIV

MEDIDAS DE VALOR.—NUMERACION

Enumerar las medidas de valor.

Cuando se cambia la coma uno, dos 6 tres lugares
hacia la derecha, sen qué se convierten las diferen-
tes unidades de moneda?

Cuando se cambia la coma uno, dos 6 tres lugares
hacia la izquierda, ¢en qué se convierten las diferen-
tes unidades de moneda?

En la sociedad actual, las substancias circulan de
manera que llegan, no 4 los que tienen necesidad
de ellas, sino 4 los que pueden pagar. Loes que no
tienen el medio de pagar han de privarse de una
gran cantidad de productos. Tomar catilogos de
almacenes, enunciar precios de productos los cuales
debieran ser asequibles 4 todos y hacer escribir esos
precios. |

Escribir precios de productos de ese geénero y
hacerlos leer. '

Mostrar piezas de moneda y contar cantidades.

Enunciar cantidades y hacerlas contar en piezas
de moneda.

Explicar 4 los alumnos que los hombres se dispu-
tan por esas monedas.

Hacer que los alumnos bagan lecciones y que den
explicaciones verbales acerca del cambio, del va-

3 = &
101, €ul., €LC.
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XV
MEDIDAS DE VALOR.—ADICION—SUSTRACCION

MULTIPLICACION.—DIvISION

Para resolver facilmente la mayor parte de los
problemas concernientes & la medida de valor, es
interesante conocer la teoria de las reglas de tres,
de la reduccién 4 la unidad, de la proporcionali-
dad, etc. No daremos, pues, en el presente péarrafo
mas que ejercicios sencillos, reservando para parrafos
ulteriores los ejercicios que podrian parecer méis
complicados y que se efectuaran sin dificultad cuando
se conozcan las teorias mencionadas.

Los alumnos deberidn habitvarse & clasificar los
problemas y 4 plantear por si mismos problemas de
dinero concernientes 4 longitudes, superficies, vold-
menes, pesos, etc. Se tratard también de preguntar
4 los alumnos acerca de la concurrencia, de la orga-
nizacioén social actual y de asegurarse que han com-
prendido bien el absurdo de la concepcién del
cambio y de valor, y la necesidad de la circulacién
fraternal de la substancia entre los hombres, si se
quiere organizar una sociedad razonable,

Tomar diferentes catalogos, por ejemplo, de alma-
cenes de novedades, y servirse de ellos para hacer
los ejercicios siguientes:

Medir el bajo de una falda y calcular el precio de
compta de urn galén, de una cinta, de un exncaje para
guarnecerlo.

Para el estudio de la aritmética conviene que cada
alumno tenga un metro.

Hacer que los alumnos calculen lo que costarfal
compra de galones, cintas & encajes para todas las
ninas de la clase.

i.0s mismos problemas en el casc en que se pusie-




ran dos O mas guarniciones, 6 en que se guarnecie-
ran las mangas y el cuello, etc., etc.

L os mismos problemas para las telas vendidas en
pieza. Las nifias haran también problemas concer-
nientes 4 los vestidos de los nifios y éstos 4 los de las
ninas.

Calcular el precio del vestido completo de un nifio.
El precio. El precio del vestido de nifias y nifios de
la clase; el de todos los de la escuela.

Pedir 4 los alumnos que planteen problemas en
que se trate de adivinar sustraer, multiplicar y divi-
dir precios de longitudes.

Lo mismo para las superficies, los volimenes, los
pesos, las relaciones de los pesos y de los valo-
- res, etc. He aquf algunos ejemplos:

Si con 90 kilogramos de guano, comprado 4 29,25
pesetaé los 100 kilog., mezclados 4 110 kilog. de
yeso comprados 4 16 pesetas la tonelada, hay para
abonar la mitad de una hectirea, (cuanto costaria
abonar una hectirear? ;un area? (9 hectireas? (23
areas? etc.?

Se quiere conducir agua 4 una casa. Para ello se
necesita cavar una zanja de 70 centimetros de pro-
fundidad, de 55 centimetros de ancho y de 37 metros
de largo. Suponiendo que el trabajo de cavar y te-
rraplenar se paga & tanto el m?® :cuinto costara la
zanja? ; cuanto costaria siel precio por m?®fuera sola-

En la actaal sociedad de concurrincia, los hom-
bres hacen pagar casi todo. No seria extrafio que un
dfa se pusiera un impuesto sobre el aire que se res-
pira. Suponiendo que una cantidad de aire de unos
10 m? es necesaria por hora y por persona, :cuanto
pagaria anualmente un individuo al Istado sise le

E

exigiese un céntime por tonelada de aire consumide:
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Dado que la poblacién de Espafa es de unos 17 mi-
llones de habitantes, ;cuanto produciria semejante
impuesto al Estado? |

Hacer que los nifios calculen el coste de su alimen-
tacién. Lo que cuesta en la sociedad actual la vida
de los nifios de una clase, los de toda la escuela du-
rante un dia, una semana, un mes, un afo. Lo que
costaria la vida de tantos mas, de tantos menos.

Tomar una balanza y suponer que faltan las pesas
y se quiere pesar. Fabricar pesas de la manera si-
guiente: se¢ toma un trapo y un bramante y s€ ponen
sobre un platillo; en el otro se ponen una 6 varias
monedas. cuyo peso se conoce. Sobre el trapo se
pone arena G chinas hasta obtener un peso conocido.
Se recoge el trapo con la arenma ¢ chinas y se ata
con el bramante formando un saquito scbre el cual
se inscribe el peso. De la misma manera se fabricara
cierto numero de pesas que serviran para fabricar
pesas mayores.

Por ese medic se fabricarin pesas que permitan
pesar cualquier objeto usual,

En luogar de tomar enunciados de problemas de
los libros, procurarse precios corrientes de mercan-
clas y suponer gue se quieren construlr paredes,
por ejemplo. Calcular el precio de los ladrillos, de
las piedras, de la arena, de la cal, de la mano de
obra, etc., etc.

Calcular lo que en la sociedad actual cuesta amue-
biar una casa para ung familia (muebles, vaji-
lla, etc., etc.)

Sabiendo que las monedas de plata tienen el titulo
de 0'835 calcular el peso de plata que hay en 1000
pesetas en plata. Ver lo que vale la plata en el curso
del dia v calcular sobre ese curso lo que vale real-
mente 2se peso de plata al gue se atribuye un valor

C e




arbitrario de 1000 pesetas. Demostrar que todo eso
es convencional y hacer que se comprenda que todos
los ejercicios sobre el dinero deben servir sobre todo
para evidenciar como en una sociedad de fraterni-
dad, suprimiendo el uso de la moneda, se evitarian
movimientos inutiles, disputas, etc., y qué alegria
resultaria para individuos razonables interesarse por
el bienestar ajeno sin preocupacién mercantil.

Demostrar que la ganancia no puede existir sin
detrimento del projimo'y que el que mas gana es el
que méas explota. Con esta idea, que ha de destruirse
en una sociedad razonable, estén llenos los libros de
aritmética que se ponen en manos de los nifios. De-
mostrar con ejemplos que para establecer una ga-
nancia es preciso calcular un precio de coste, un
precio de venta y hacer una sustraccién. La diferen-
cia es la ganancia 6 la perdida. Calcular ganancias
y pérdidas. |

Si se quiere hacer que intervengan multiplicacio-
nes en los pfoblemas, se puede, conociendo, por
ejemplo, el jornal diario de un obrero, calcular el
jornal semanal de cierto namero de obreros, etc,
Cuantos mé4s obreros tiene un patrén, més probabi-
lidades tiene de alcanzar una gran fortuna con el
trabajo ajeno. En una sociedad razonable no habra
patronos ni obreros, sino compafieros, que lo seran
todos los que viviendo juntos sobre la tierra tienen
interés en suprimir la concurrencia entrs si y en
reemplazarla por la alegria del compailerismo.

XVI

MEDIDA DEL TIEMPG Y DEL CIRCULO.— NUMERACION

Enumerar las unidades de tiempo.

i

¢Cudntos afios tiene el siglo?
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¢Cuéantos meses, semanas, dias, horas, minutos y
segundos tiene el afio?

¢Cuéntos dias, semanas, horas, etc., contiene un
mes de 28, 29, 30 6 31 dias?

;Cuantas horas, minutos y segundos tiene un dia?

¢ Cuantos minutos y segundos tiene una hora?

:Cuantos grados, minutos y segundos tiene el
circulo?

:Cuantos minutos y segundos tiene el grado?

Dictar médidas de tiempo y de circulo y hacer que
los alumnos las escriban.

Escribir medidas de tiempo y de circulo y hacerlas
leer.

XVII

MEDIDA DEL TIEMPO Y DEL CIRCULO.—ADICION,
SusTrACCION, MULTIPLICACION, Di1visiON

Preguntar 4 los nifios su edad y hacerles calcular
esta edad en meses, en horas, en minutos y en se-
gundos. |

Hacerles medir por medio de un transportador los
tres angulos de un tridngulo, hacer que sumen las
tres cifras halladas v demosirar que la suma es igual
4 180°, es decir, 4 la suma de dos angulos rectos
(de 90°).

Hacer que midan por medic de un transportador
los cuatro angulos de un cuadrilateroc y demostrar
que esta suma es igual & 360°. Etc.

Hacer que midan dos angulos de un triangulo y
calcular el tercero. '

Hacer medir tres angulos de un cuadrilatero y cal-
cular el cuarto. k

Suponiends que un individuo durante su vida ha
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respirado 18 veces por minuto y que ha muerto & Y8
anos, 2 meses, 7 dias, 14 horas, 36 minutos y 53 se-
gundos, ¢cuantas veces ha- respzrado durante su
vida?

Hacer que copien los alumnos una ¢ varias pagi-
nas de un libro, anotando el tiempo empleado en ese
trabajo y hacerles apreciar el tiempo que emplearian
para copiar el libro entero entre dos, tres, cuatro,
etcétera, etc.

Demostrar & los nifios con ejemplos que cuando se
dedican muchos 2 un mismo trabajo, el trabajo de
cada uno se hace poco importante. Hacer que cal-
culen cuantos dias, horas, minutos ¢ segundos nece-
sitarfa un solo individuo para hacer cierto trabajo
dedicandole, por ejemplo, nueve horas diarias ¢ mas.
Hacer que calculen 4 continuacién cuants tiempo
trabajaria cada individuo si & ese trabajo se dedica-
sen varios, 0 muchos 0 muchisimos trabajando poco
tiempo cada uno.

Todos los nifios deberian tener reloj. El reloj es
un instrumento cientifico. Habituar 4 los nifos a
calcular la d1stanc1a que recorren & pie en cierto
tiempo, la que recorren en tranvia, en ferrocarril,
en barco, en bicicleta, etc., de manera que les per-
mita dpreciar el camino recorrido cuando han ca-
minado cierto tiempo, cuando han circulado en dife-
rentes vehiculos.

Habituar los nifios 4 imponerse tareas si quieren
terminar cierto trabajo en un tiempo dcterminado.

Anotar la latitud de una ciudad en grados y minu-
tos, v la de otra, calculando después la diferencia.

Un viajero sale de Paris y cuenta la distancia en
grados, minutos y segundos, 4 partir de aqguel meﬁ-
diano. Recorre durante una primera etapa 7° 13/ 48"
de longitud; durante la segunda etapa 12° 6’ 27, du-
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rante la tercera etapa 9° 25" 14", ;4 qué distancia se

halla en aquel momento del meridiano de Paris? ;En
qué etapa ha recorrido mayor distancia? ¢Cuéanto ha
recorrido mas en esta etapa que en las otras?

Se traza airededor de un punto 9 dngules consecu-
tivos de 4° 26" 15", :Cual es el grandor del 4ngulo
restante?

Se quiere dividir un 4ngulo de 55° 20" 15" en 5 4n-
gulos iguales, Calcular el grandor de cada uno de
estos angulos.

R

T



TERCERA PARTE

—Divisibilidad, potencias, raices, frac-
ciones.

—Calculo mental ¢ instrumentos de
calculo.

Aungue el cdlculo mental
se mencione por primera vez
en esta tercera parte, convien
que, desde el principio del es-
tudio de la aritmética, tomen
los ninos la costumbre de cal-

cular mentalmente.

En lo concerniente 4 los
instrumentos de cdlculo, nos
limitaremos 4 indicarlos aqui.
Pueden ser en otra parte ob-

jeto de un estudio especial.
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TERCERA PARTE

Diwvisibilidad, potencias, ralces
fracciones.

Calculo mental & instrumentbs
de calculo.

Divisibilidad

Hemos visto que pueden presentarse dos casos
cuando se divide un nimero por otro: 6 la operacion
resulta exacta, 6 queda una resta. En el primer caso
se ha dicho que el prlmer namero es divisible exac-
tamente por el segundo; 6, por abreviacién, que es
drvisible por el segundo.

La divisién es una Okperacién corriente, cuya im-—
portancia hemos comprendido (puesto que para co-—
nocer es preciso medir, y que medir es, en definitiva,
dividir). Constantemente hay que dividir unos ni-
meros por Otros ndmeros, y, por tanto, €s necesario
conocer las condiciones en que la division de un
ntmero por otro dard una resta nula. Estas condi-
ciones se llaman condicicnes de divisibilidac.

Se ve inmediatamente que un ndmerc Jivisible por
otro es mlfiplo de ese otro, puesto que sabemos
que, cuando la divisidn no da resta, basta multiplicar
el divisor por el cociente para encontrar el dividendo.
Diremos, pues, que un ntmero dado es multiplo de

otro, si ese otro nlmero muldplicado por un tercer
numern produce el numero dado.



Ejemplo: 15 es divisible por 3, puesto que, st
efectto la divisidn, tendré 3 por cociente y ninguna
resta. 15 es miitiplo d= 3 y de 5, puesto que, 5 X 3
= 15, y que 3 X 5 = 15.

Todos los niimeros enteros son divisibles por
la unidad

El-primer caricter de divisibilidad, comtin 4 todos
los nimeros enteros, es que, por definicién, son todos
divisibles por la unidad. Hemos visto, en efecto (nu-
meracion ), que un numero cualquiera se forma afia-
diendo una unidad al que le precede; de manera que
un nimero entero es siempre una coleccién de unida-
des, y sabemos (tabla de multiplicacién y divisién)
que un ndimero cualquiera dividide por 1 da por
cociente ese nimero sin resta.

Todos los nimeros son divisibles por si
mismos

Resuita de lo precedente (véase la tabla de multi-
plicacién y de divisién) que un ntmero cualquiera
es divisible por si mismo, puesto que el cociente de
esta divisién es siempre exactamente 1 y que no hay
resta. '

Ese es el segundo caracter de divisibilidad comtin
4 todos los nimeros.

Cuando otro ndmere no tiene otro divisor que él
mismo y la unidad, se le denomina ndmerc primo.

Dos ¢ mis nimeros pueden tener un divisor co-
mairz, es decir, un numero que divida exactamente 4
cada uno.

Cuardo dos ¢ mas nGmeros no tienen mas divisor
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comidn que la unidad, se les denomina numeros pri-
mos entve Si.

Tabla de los nimeros primos*

Utilizando los conocimientos recién adquiridos,
nos es posible construir una tabla de los ndmeros
primos, es decir, de los que no son divisibles mas
que por si mismos y por la unidad.

Inscribimos primeramente 1, que no es divisible
sino por si mismo; después 2, que no es divisi-
ble sino por si mismo y por la unidad; luego 3, que
no es divisible por 2 y que por consiguiente no es di.
visible sino por si mismo yp or la unidad. En este mo-
mento observamos que 4 partir de 2 y de 2 en 2 todos
los nimeros son llamados pares y divisibles por 2.

Inscribo, pues, 1, 2, 3, después la continuacién de
los ndmeros impares hasta el nimero en que deseo
detener la tabla. Observo que 4 partir de 3 no es
necesario conservar los nimeros de 3 en 3, que son
todos divisibles por 3, y borraré esos ndmeros de la
lista.

1 2 3 5 7 B\ 11 13 TS5 17 19
DI 23 BE. 27 29 31 38 8& 37 3o 13
43 25, 47 29_ BL

Del mismo modo, 4 partir de 5, borraré los ni-
meros de 5 en 5; 4 partir de 7, borraré los numeros

de 7 en 7, etc.

Principio general de divisibilidad

Todo niimeve que divide otros nimeros, divide la

-

*  Llamada también Crida de Erastitenes del nombre de
su inventor supuesto.



— 126 —

suma, la diferencia y los multiplos de esos numeros.
En efecto, tales sumas, diferencias y productos
podrian descomponerse siempre en un cierto niamero
de veces el nimero, es decir, en mtltiplos del ni-
mero afadidos ¢ cercenados.
Ejemplos: |

9 (divisible por 3) =3 -+ 343
+- 12 (divisible por 3) =3 +3 4+ 3+ 3
— 21 (divisible por3) =3 +3+34+3+34+3+43
15 (divisible por 5) = 5 4 5 -+ 5
— 10 (divisible por 5) =54 5
= 5 (divisible por 5) =5
6 (divisible por2) =2 4-2 42
X 2 (divisible por 2) = 2
= 12 (divisible por 2y =2+ 2+ 24242+ 2

Estos sencillisimos principios bastan para deter-
minar los caracteres de divisibilidad de un ndmeroc
por 2, 3, 4, 5, 6, etc.

Divisibilidad por 2

Un numero es divisible por 2 cuaﬂdo tevmina por
una cifra par o por 0.

En efecto, un nimero terminado nor 0 expresa
una 0 varias decenas. Un ndmero terminado por una
cifra expresa una 6 varias decenas - unas unidades.
La porcién de las decenas sera siempre divisible por
2, puesto que representa 10 (divisible por 2) 6 un
multiple de 10. Faltard ver sila otra porcién del
numerao es divisible por 2, lo que tendri lugar si
esta porcién (unidades) es una cifra par.

o AT T T S e R
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Divisibilidad por 5

Un nimero es divisible por 5 cuando termina por
5 0 por 0.

En efecto, un numero terminado por 0 expresa
una ¢ varias decenas. Un nimero terminado por una
cifra expresa una 6 varias decenas - unas unidades.
La porcion de las decenas seré siempre divisible por

5, puesto que representard 10 (divisible por 5) 6 un
mﬁltiplo de 10. Faltard ver si la otra porcién del
namero es divisible por 5, lo que tendri lugar si
esta porcion (unidades) es 5.

Divisibilidad por 4

Un nimero es divisible por 4 cuando termina por
dos ceros ¢ cuando el nimero formado por sus dece-
nas y sus umdades es divisible por 4.

En efecto, un ndmero terminado por dos ceros ex-
presa una ¢ varias centenas. Un ndmero terminado
por una cifra de decenas y de unidades expresara
una O varias centenas (si las hay) -~ unas decenas y
unas unidades. La porcidén de las centenas serd siem-
pre divisible por 4, puesto que representaré 100
(divisible por 4) 6 un multiplo de 100. Faltara ver
si la otra porcidn del ndmero, & saber, la porcidn
tormada por las decenas y las unidades es divisible
por 4,

Divisibilidad por 25.

Un nimero es divisible por 25 cuando esta terni-
nado por dos ceros ¢ cuando el numero formado por
Sus deceras y sus unidades es divisible por 25.

Igual demostracién que la anterior.



Divisibilidad por 8

Un nimero es div sible por 8 cuando termnina por
lres ceros o cuando el nimero formado por sus cen—
ltenas, sus decenas y sus unidades es divisible por 8.

En efecto, un ndmero terminado por tres ceros ex-
presa una O varias centenas. Un numero terminado
por una cifra de centenas, decenas y unidades expre-
sard uno 6 varios miles (81 los hay) -} unas centenas,
decenas y unidades, La porcién de los miles sera
siempre divisible por 8, puesto que representara
1000 (divisible por 8) 6 un mdltiplo de 1000. Fal-
tara ver si la porcién formada por las centenas, de—
cenas y unidades es divisible por 8.

Divisibilidad por 125

Un nitmero es divisible por 125 cuando ests ter—
minado porv tres ceros o cuando el nimero formado
por sus cendenas, decenas y wunidades es divisible
por 125.

Igual demostracién que la anterior.

Divisibilidad por 9

Un nimero es divisible por 9 cuando la suma de
sus cifras adicionadas sin tener cuenta del lugar
gue ocupan es divisible por 9.

La demostracién se hace habitualmente del si-
guiente modo:

1. La unidad seguida de uno é de varios ceros
es ua muitiplo de 9 4~ 1. En efecto, 10 = 9 L 1;
100 = 99 4 1; etc.

2.° Todo nimero formado de una cifra seguida
de uno ¢ varios ceros es un mdltiplo de 9 4 esa




cifra. En efecto, 20 = 10 +- 10 = 9 41 + 941
dos veces 9 4 2 veces 1 = muluplo 9+ 2. Iguai-
" mente 30 = multiplo de 9 -+ 3, etc.

3.° Por Gltimo, todo nimero es un multiplode 9 -
la suma de sus cifras sin tener cuenta del lugar que
ocupan.. En efecto, 4237 = 4000 -+ 200 4 3¢ + i
= multiplode 9 4 4 4+ 2 4+ 3 4 7.

Observacion. — En la practica, para conocer anti-
cipadamente la resta de la divisién de un namero por
9, se hace la suma de las cifras rebajahdd 9 cada vez
que se obtiene en el curso de la admwn un ndmero
superior 4 9. _

Ejemplo: Para saber si 8576 es divisible por 4,
digo:8y5=18—9 =44+ T=11—9=2+6§
= 8, y concluyo que 8576 no es divisible por ¢ y
que la resta de la divisién sera 8. En otros términos,
8576 = multiplo de 9 + 8.

Bivisihiﬁfdad por 3

Un numero es divisible por 3 cuando la suma de
sus cifras, adzcwﬂadas sin fener cuenta del legar
gue ocupan, es divisible por 3.

Igual demostracién que la anterior. Unicamente
que en lugar de 9, se dird 3 veces 3. -

Ejemplo: 10 =3 veces 3+ 1 = muluplo de 3 4+ 1.

Divisibilidad por 6

Un nitmero es divisible por 6 cua.do es divisible
por 2y por 3. '

En efecto, si un ndmero puede descomponerse en
grupos de 2 unidades; diré que es- divisible por 3.
Si reuno 2 4 2 esos grupos de 3 unidades, tendre
cierto nimere de ‘grupos de 6 unidades 6 de grupos
de £ veces 3 unidades; y, si el nimero dado puede

g
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descomponerse exactamente en cierto namero de
- grupos de 2 veces 3 unidades ¢ 6 unidades sin que
quede nada, diré que el nimero, considerado como
el conjunto de los grupos, es, divisible & la vez por
2y por 3 4 por.6.

Podra hacer la misma demostracién suponiendo
grupos de 3 veces 2 unidades.

Divisibilidad por I

Un numero es divisible por 11 cuando la di feren—
cia entre la suma de sus cifras de lugar impar (a
partty de la derecha) y la suma de sus ¢ fras de
lugar par es divisible por 11.

En efecto, 1.° Las unidades de lugar impar (1,
100, 1000, etc.) son multiplos de 11 4 1 (la resta de
cuya leISlOﬂ por 11 es 1).

De donde se sigue que un ndmero formado de ura
cifra de lugar impar, seguido de un nimero par de
ceros, es un multiplo de 11 -} esa cifra. Por ejemplo,
200 = 100 4 100 = multiplo de 11 4 1 4 multi-
plo de 11 4 1 = miltiplo de 11 4~ 2.

2.°  Por otra parte, las unidades de lugar par (10,
1000, 100000, ctc.) son multiplos de 11 — 2 (la resta
de cuya divisién por 11 es 10).

De donde se sigue que un ntimero formado de una
cifra de lugar par, seguido de un ndmero impar de
ceros es un multiplo de 11 — esa cifra. Por ejemplo,
20 = 10 -+ 10 = mtltiplo de 11 — 1 -+ miltiplo de
11 — 1 = multiplo de 11 — 2.

3. Por consiguiente, un nimero es un multiplo
de 11, mas la suma de sus cifras de lugar impar (4
partir de la derecha) menos la suma de sus cifras de
lugar par.




Divisibilidad por 7

Los caracteres de divisibilidad por 7 son bastante
complicados. Enunciaremos solamiente aqui, sin de-
mostracion, la regla de divisibilidad por 7 cuando un
numero tiene 4 cifras 6 mas, ,

Cuando un numero tiene & cifras ¢ mas, es divi-
stble por %, si, despues de haber sido dimdido de
derecha a izquierda en grupos de tres cifras, la di-
Jerencia entre las sumas de las cifras peritenecientes
a los grupos de lugar par v la suma de las cifras
que pertemecen d los grupos de lugar impar, es divi-
stble por 1.

Ejemplo: 121854312 es divisible por 7, porque
adicionando las cifras del primero y del tercer grupo
(3+14+2-+41-+2-+1=10)}y rebajando esta
;suma de la de las cifras del segundo grupo (8 + 5
4 4 = 17) se obiiene una diferencia = 4 7, que €s
divisible por 7.

Efectuando la divisidén se verd que 121854312 es
divisible por 7.

Divisibilidad por 10

Sabemos va que un numero es divisible por 16
cuando termina en cero.

Utilizacion de los caracteres de givisibilidad

de los niimeros. Prueba por 9

I.a tecoria de la divisibilidad de los ndmeros tiene
muchas aplicaciones. Veremos después su gran uti-
lidad cuando se trata, por ejemple, de simplificar las
fracciones,
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Sefialaremos aqui una utilizacién constante de la
. divisibilidad por 9 para hacer riapidamente la prueba
de la multiplicacién y de la divisidén. |

Esta prueba se establece sobr el principio si—
guiente: _ -

Sean dos nimeros. Los divido cada uno por un
levcere vy oblengo dos restas. El producto de los dos
nimeros d.vididos por el levcero dard la misma
resta que el producto de las restas dividido por ese
weiSmo tevcero. ‘

Aphquemos este prmmpw tomando 9 por tercer
nimero, en razén de la rapidez con que se puede
encontrar “el resto de una divisién por 9, y tendre—
mos un medio comodo de efectuar 13. prueba de una
multiplicacidn, |

En efecto, sea la muiuphcaﬂon siguiente: 512 X
43 = 22016

512|512 dividido por 9 da 'por resta 8 8

X 43| 43 dividido por 9 da por resta 7, X 7

= 22016 22016 y 56 divididos por 9 dan = 56
‘ '| * respectivamente por resta 2 |

De esa manera se ve gue habiendo efectuado una
multiplicacion (512 X 48 = 22016), y habiendo de-
terminado las restas (8 y 7) de .la_'d__i'»ji::s_i()n"pqgg del
‘multiplicando (512) y del multiplicador (43); después
el producto (88) de las restas (8 v 7); la resta(2)
de la divisién por ¢ del producto {23016) de la mul-
tiplicacin, deberd ser igual 4 la resta {?} de la divi-
sién por 9 del pr(\ducto {56) de las restas (8 y :)
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Disposicion de las restas para la prueba por ¢ de
la multiplicacion.

512 (8

43 (3
1536
2048

22016 (2.

Colocadas las restas § v 7 respectivamente 4 con-
tinuacién del multiplicando y del multiplicador, la
resta 2 se halla (horizoatalmente) 4 continuacion
de 22016, producto de la multiplicacién de los nd-
meros, y (verticalmente) respecto de 8y 7, restas

cuyo producto 56, dividido por .9, da por resta 2.

Asi como 22016, dividido por 9, da igualmente por
resta 2. .

Resulta de lo precedente un medioc de hacer la
prueba por 9 de la divisién. En efecto, sabemos que
el cociente X el divisor debe reproducir el divideado.
Si hay una resta, no habiendo sido dividida, ha
de ser rebajada del dividendo.

Sea 22022 dividido por 43. Tendré 512 por co-
ciente y 4 por resta, lo que equivale 4 decir que
220186, dividido por 43 da exactamente 512 por co-
ciente sin resta. | -

- Dzspgsww/z para hacer [@ prueéa por g de la di-

PSION. .
22016 - " | (2
22020 | 43 T
215 - 512 (8
59 |
43
90
84

4



inscribo ¢l dividendo rectificado 22016 igual al
dividendo 22020 —Ia resta 4) encima del dividendo.
Inscribo 4 continuacion del divisor (43) y del co-
ciente (512) las restas (7 y 8) de la division por 9 de

esos numeros, ¢ inscribo debajo de esas restas y &

continuacién del dividendo rectificado la resta (2) de
la divisién de ese dividend:» por 9. Esta resta habra
de ser igual 4 la de la divisién por 9 del pro-
ducto {(56) de las restas (7 y 8). ,

OBsErvaCIONES.—La prueba por 9 no da la certi-
dumbre absoluta de la exactitud de una operacién.
Hay, en efecto, casos (muy raros) en que los erro-
res pueden compensarse,

La prueba por 3 puede hacerse como la prueba
por 9.

También pueden hacerse las pruebas por 7 6
por 11, pero no son practicas por ser mucho menos
rapidas.

Las pruebas por 2, 5, 4, 25, 8, 125 conviene evi-
tarlas. Por 2 y 5 no se verlﬁca sino la dultima obra
del resultado de la operacién; por 4 y 25, las dos
altimas; por 8 y 1235, las tres dltimas.

La prueba por 6 es una complicacidén indtil de la
prueba por 3.

Descomposicion de un namero en sus factores
(0 divisores) primos

Cuando los factores (0 divisores) de un ntimero
son nameros primos, se les denomina factores pri-
#ios & divisores prinos.

Ejemplo: Los factores primos de 6 son 3 v 2.

Cuando un nimero no es primo {lo que guiere
decir a::u;cmdo ¢s divisible por otros nimeros, ademaés
de & mismo y la unidad) es siempre descomponible
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en factores, que son ellos mismos 6 primos ¢ divisi-
bles por naimeros primos. Coaviene saber componer
un ndmero en sus facultades primarias, y 4 este ef:cto
se utilizan los caracteres en divisibilidad de los na-
meros. '

Sea 540 descompuesto en sus factores primos. Se
acostumbra disponer la operacién como sigue:

e
o ,_
ST LY G B O

El menor nimero primo después de 1 es 2. Es-
cribo 540; trazo al lado una linea vertical descen-
dente & inscribo 2 frente de 540. Efectiio la division ¢
inscribo el cociente 270 debajo de 540. Siendo atn
este cociente divisible por 2, inscribo 2_frente 4 €I,
Efectio la divisién ¢ inscribo el cociente 90 debajo
de 270. Siendo ain este nuevo cociente divisible
por 2, inscribo 2 frente 4 ¢l. Efectdo la division
¢ inscribo el cociénte 45 debajo del 90. Observo
que 45 no €s divisible por 2. El namero primo
que sigue a 2 es 3. Resulta qu- 45 es divisible por 3,
inscrioo 3 4 su frente. Efectiio la divisién ¢ inscribo
el cociente 15 debajo de 45. Este nuevo cociente es
ain divisible por 3, inscribo 3 4 su frente. Efectto
1a divisidn é inscribo el cociente 5 debajo de 15. Ob-
servo que 5 no es divisible por 3. El ndméro primo
que sigue 4 3 es 5. Resulta que 5 es divisible por
si misma, inscribo 3 4 su frente. Efecttio la divisidn
y escribo el cociente 1 ‘debajo de 5. Observo que 1
no es divisible sino por si mismo, No puedo, pues,
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descomponerlo en otros factores primos, y, hacieado
la prueba, tendré

360 =5 X3 X 3 X 2X2X2

Potencia

Recordemos (véase Primera Parte) que por po-
TENCIA se enticnde el producto de un nimero multi-
plicado por si mismo cierto némero de veces. Segin
esto, multiplicar 2 por 2 es elevar 2 4 la segunda
potencia; multiplicar por 2 el producto de 2 X 2
es elevar 2 4 la tercera potencia,

Se indica la potencia de un nidmero colocando 4 la
derecha de ese nimero y un poco mas arriba una
cifra pequefia, Hamada exponente. .

Ejemplo: 2 X 2 X 26 2 4 la tercera potencia se
escribe 2 y se lee: « Dos potencia tress.

Asi, en vez de escribir

360 =5 X3 X3X2X2X 2
podria poner: -
| 360 =5 X 3* X 2°

Miximo comiin divisor

Bl maximo comun divisor de varios nimeros es
rgual al producto de sus factoves primos comunes 4
la potencia menor.

Sea hallar el miximo comun divisor de 360, 90
y 45.

Descomponiendo estos ntmeros en sus factores
primos, tendré:

360 = 5 X 3 X 2°
96 = 5 X 3% X 2
45 = 5 X 3°

Conforme 4 la regla enunciada, el miximo comin

divisor de 360,90 v 45 serd igual al producto-de sus

B e R SR £ RS



factores primos comunes (5 y 3) 4 la menor po-
tencia, es decir 3 pofencia 1y 3 potencia 2, & sea
5X 32 =23 X 9 = 45.

. En efecto, se han de eliminar primeramente los
divisores que no son comunes {(en la especie 2); vy,
respecto de los divisores que son comunes, sise to-
mase una potencia superior a4 la menor, no dividiria
va el del nimeroc ea el cual ese divisor estid en la
potencia menor.

- Elminimo comun multiplo de varios nimeros es
toual al producto de sus factores primos a la mas
alta potencia. _

Sea encontrar el ndinero comdn multiplo de 360,
80 y 45.. ‘

Conforme 4 la regla enunciada, el minimo coman
multiplo de esos ndmeros serd igual al producto de
sus factores primos (5, 3 y 2) & la mayor potencia,
es decir, 5 X 32 X 22 = 5 KX 9 X 8 = 360.

En efectn, si 360 no contuviera todos los facic-
res primos de 360, 90 y 45 4 la mayor potencia, ni
seria divisible por el de los nimeros que no contu-
viera los factores primos 4 la potencia requerida,
y, por. consecuencia, no seria multiplo. Por oira
parte, st se tomase un multiplo de 360, 90 y 45 que
contuviera, ademas de los factores primos de esos
nameros 4 su mayor potencia, otros factores, ese
multiplo seria comin 4 los tres nimeros, pero seria
superior a 360 y por consiguiente, no seria el mi-
nimo comnn multiplo.

OBsErvaciON.—En los ejemplos escogidos se no-
tara gue el maximo comin divisor de 360, 90

1

45 es
ei menor e esos ires nameros, y que el 1
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comln mualtiplo es el mayor de esos tres ndmeros,
-Ks0 consiste en que 45 es precisamente igual al pro-
ducto de los factores primos comunes de los tres
nimeros & la menor potencia, y que 369 es precisa-
mente igual al producto de los factores primos de los
tres numeros 4 la mayor potancia.

Raiz

Hemos visto en la Primera Parte que se llama
raiz un niumero que, multiplicado cierto nimero de
veces por si mismo, produce un ntmero llamado po-
fenciz y del cual es la rafz. Sabemos que se llama
indice la cifra que indica cuantas veces ha de multi-
plicarse la raiz por si misma para producirse la po-
tencia. *

La segunda potencia de un nimero se denomina
cuadradeo del namero; la tercera potencia, cxbo del
ninero, 1o que es ldgico si se tiene en cuenta que
hemos dicho (Cuarta Parte) de las super ficies y de
los volumenes; 8 es raiz cuadrade de 64, puesto
que 8 X 8 = 64; 10 es raiz cubica de 1000, puesto
que 10° = 10 X 10 X 10 = 1000.

La palabra raiz 6 radical de un ntmero se escri-
be, abreviada por el signo }/ colocado delante del
numero y el indice se pone sobre este signo. Por
ejemplo, raiz cibica de 1000 se escribe ;/—W

El signo }/ es una deformacidén de la letra #, ini-
cial de la palabra raiz.

Hemos viste {Primera Parte) que las operaciones
relativas 4 la raiz cuadrada son un caso particular
de la divisidon, lo mismo que ésta es un caso particu-
lar de la sustraccion.

La sustraccissm CONSISLE €N CErCenar 2 ey o
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de olro una ves y en encontrar lg resta, que puede
ser nula si los dos nGmeros son iguales.

La division consiste en cercenar cieric nuzeero de
veces un niumero de otro y en calcular ese niinero
de veces, asi como la resta, que puede ser nula si el
dividendo puede ser dividido en partes iguales, sien-
do ademas cada una igual al divisor.

La extraccion de la raiz de un ntmero, que po-
dria llamarse racinacion, es una especie de divisiéon
4 de divisiones en la cual 6 en las cuales el divisor y
el cociente- han de ser iguales y ambos se han de
encontrar, lo que se enuncia en otros términos di-

«ciendo: La racinacidon, ¢ la extraccidon de la raiz de

un namero, es la operacién que consiste en buscar
por el calculo el namero que, multiplicade por si
mismo cierto atmero de veces, reproduce este ul-
mero.

Lo mismo que una divisién ordinaria, la extrac-
<cién d& raices puede resultar exacta ¢ dejar una
resta.

Extraccion de la raiz cuadrada

Extraer la »¢iz cuadrada de un ndmero es buscar
por el calculo el nimero que, muitiplicado por si
mismo (6 elevado al cuadrado} reproduce ese ni-

“.mero.

Se ve en seguida que, para los nlimerss inferiores
4 100, puede utilizarse la tabla de multiplicacidén y
de divisidn, por hallarse en esta tabla los cuadra-
dos de los nueve primeros ndmeros en la diagonal
que va de I 4 100,

Sea encontrar la raiz cuadrada de 36. Tomo este
namerc scbre la diagonal y puedo asegurarme gue

"el ndmero § se encuentra 4 la vez encabezando ia
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columna vertical v la horizontal, en la interseccion de

las cuales estéd 36, lo que significa gue 6 36,
‘36

O ea otros tér ; == 5, 6 tambifn }/ 36 = 6.
3

Sea encoatrar la raiz cuadrada de un ndmero que
no sea un cuadrado perfecto y que, por consizuients,
no este en la diagonal en cuestién; sea, por ejeanplo,
encontrar la raiz cuadrada de 43. Tomarfa sobre la
diagonal la cifra mas aproximada y habria de esco-
ger entre 36 por defecto y 49 por exceso, lo que
me daria por raiz cuadrada de 43 el nimero 6 pOT
defecto y el 7 por exceso, y me permitiria calcular la
resta, que es 7 por duecto.

OBSERVACION.—Resulta de lo precedente que muy
pocos aumeros son cuadrados perfectos, v que es
muy raro que se pueda extraer una raiz cuadrada
exactamente, puesto que, por ejemplo, sélo 10 de
los 100 primeros nimeros son cuadrados perfectos.
Se dice en este caso que la raiz cuadrada d®un no-
mero que no es un cuadrado perfecto es snconmensu-
rable, lo que significa que no tiene medida comtn
alguna con la unidad, 4, en otros términos, que es
imposible representarla por un nimero. No quiere
esto decir que no haya medio alguno de repres:ntarla
por signos. La geometria, en efecto, nos suminis-
tra el medio de representarla por una linea.

Si se trata de extraer la rafz cuadrada de un nd-
mero mayor que 100, se utiliza & este eficts el prin-
CIplo sigulente:

El cuadrado de la suma de dos mimeros se cowmn-
pone del cuadirads del primer snmero, mas el doble
_;é;’sz'zgcm del piimero por el segunde, mds el cua-

Irade del segundo.

Sea 12, nGmero que representa la suma de una

'\EQC{TQ&‘%—Q' unidades. 141 cuadrado de 12 se com-
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pondrd del cuadrado de las decenas, mias el doble
producto de las decenas por las unidades, mis el
cuadrado de las unidades.

En efecto, 12 =1 decena + 2 unidades.

12? =— 10 decenas + 2 unidades repetidas una de-

cena de veces mas dos veces;

Una decena -+ 2 unidades repetidas una decena de
veces = una decena al cuadrado — una decena X 2
unidades, y

Una decena - 2 unidades repetidas dos veces ==
una decena x 2 unidades 4 2 unidades al cua—
drado. '

Puedo, pues, decir:

122 {6 el cuadrado de la suma de una decena mas
2 unidades) == 10® (6 el cuadrado de las decenas)
—+ 2 veces el producto 10 X 2 (46 el doble prodacto
de las decenas por las unidades) + 2* (¢ el cuadrado
de las unidades).

Hago la prueba v obtengo:

- 0. . . . . L L. = 100
2 veces 10 X 26 2 veces 20, . . = 40
2 — 4

12 X 12 = 141

De este principio se deduce el mérodo siguiente
de extraer la raiz cuadrada de un ndimero mayor que
100. _

Sea extraer la raiz cuadrada de 62154, Este nd-—
mero es mayor que 100, tiene mas de Cos cifras, su
raiz sera, pues, mayor que 10, {puesto que 14 X 10
= 106). La raiz cuadrada de 62154 comprendera
nues, decenas v unidades, y 62134 representari el
cuadrado de las decenas, méas el doble producto de

1

las decenas por las unidades, mas el cuadrado de lzs

unidades. Como sabemos que el cuadrado de decenas
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produce centenas, no buscaremos las decenas de la
raiz sino en las centenas de 62154, es decir, en 8621
centenas, lo que equivale 4 separar las dos tltimas
cifras del ntimero 52154 *.

El razonamiento precedente se aplica al numero
621, que es mayor que 100, que tiene mas de 2 ci-
fras y cuya raiz serd mayor que 10 y, por consi-
guiente, serd descomponible en decenas y en uni-
dades. Las decenas se encontraran en las centenas
de 621, es decir, en 6 centenas, lo que equivale 4
separar las dos ltimas cifras del nimero 621.

De esta manera se llega primeramente 4 dividir en
grupos de dos cifras, 4 partir de la derecha, el nt-

mero de que se quiere extraer la raiz cuadrada, y se
practica del modo siguiente:

)/ 6.21.54 | 249 |
4 tanteode 5|tanteode 4{tanteode 9
1. resta 22.1 45 44 489
17.8 5 4 9
2 "resta 455.4 225 176 4401
440.1
3.%resta 15.3

Divido 62154 en grupos de dos cifras 4 partir de
la derecha.

Si quiero extraer primeramente la raiz cuadrada
de 621 centenas, observo que siendo ese nimero ma-
yor que 100, su raiz tendré decenas y unidades. 621
serd, pues, igual al cuadrado de las deceras de su
raiz, mas el doble producto de las decenas por las
unidades de la raiz, mas el cuadrado de las urnidades.

Mas, no pudiendc el cuadrado de las decenas de la
rafz dar més que centenas {10 X 10 = 100), se ha-

¥  En las clases elementales basta indicar, sin demostrario,

¢l procedimiento de extraccidn de ia raiz cuadrada

i
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liard todo entero en las seis centenas procedentes
del doble producto de las decenas por las unidades.

El mayor cuadrado contenido en 6 es 4, cuvya raiz
2 nos dara la cifra de las decenas de 1a raiz de 621
centenas. Escribo 2 al otro lado de una linea verti-
cal colocada & la derecha del nimero 62154 cu‘ya
raiz cuadrada busco. Escribo 4, cuadrado de 2, de-
bajo de 6; hago la sustraccién {rebajando 4 centenas
de 621 centenas) y obtengo una resta de 221 cente-
nas, que comprende (puesto que tengo ya el cua-
drado de las decenas de la raiz de 612 centenas) el
doble producto de las decenas de esta raiz por las
unidades, mis el cuadrado de las unidades.

Observo que el doble producto de las decenas por
las unidades de la raiz de 221 no puede encontrarse
més que en las 22 decenas de este nGmero {puesto
que un ndmero multiplicado por decenas da un pro-
ducto de decenas). Separo, pues, por un punto esas
22 decenas, de la cifra 1. Puesto que el ntmero 22
contiene el doble producto de las decenas de la raiz
buscada por las unidades de esta raiz (més las unida-
des que pueden provenir del cuadrado de las unida-
des ), puedo ya hacer el doble de las dos decenas que
tengo, y obtendré 4, que escribo en el lugar en que
se acostumbra poner el cociente de una divisién.
Como este nuimero 4 se encuentra multiplicado por
cierto numero de unidades para producir 22 decenas,
dividiré 22 por 4 para hallar el nimero e las uni-
dades, que serd 5.

Antes de inscribir esta cifra al lado de 2 y siendo
como es la cifra de las unidades de la raiz de 621
centenas, se trata de comprobarlo, es decir, de ver
si esa cifra al cuadrado (cuadrado de las unidades) y
airadida al doble producto de las decenas por las
unidades (46 X por 5} reproduce 221, Puedo hacer
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estas dos operaciones en una sola vez, inscribiendo
al lado de 4 (doble producto de 2 decenas), las 5
unidades, (lo que me dara 45) y multiplicando este
namero por 5. De esta manera 5 multiplicard las
unidades vy el doble producto de las decenas. Efectio
esta multiplicaciéon de 45 por 5 y obtengo como pro-
ducto 225, numero mayor que 221. Esto me demues-
tra que he tomado el nimero de las unidades dema-
siado elevado, y tomo un ndmero menor, 4, que me
da 176, inferior 4 221.

Inscribo entonces 4 al lado de 2, v como siendo la
cifra de las unidades de la raiz, v rebajo 176 de 221,
lo que me da por resta 43; y concluyo que la raiz
cuadrada de 621 centenas es 24 centenas 4 unas 45
unidades de aproximacion, lo que es exacto, porque
621 — 45 = 576 = 24*. '

Pero no busco solamente 1a raiz cuadrada de 621
centenas, sino que busco en realidad la raiz cuadrada
de 621 centenas méas 54 unidades. Ya tengo la
cifra de las centenas y la de las decenas de esta raiz,
més una resta que exprese centenas v i las cuales
afadiré las 54 unidades del nimero 62154,

Raciocinaré como precedentemente y diré que te-
niendo ya las 24 decenas de la raiz, y habiendo reba-
jado el cuadrado de esas 24 decenas del ntimero 62154,
esas 4554 unidades de la resta deben contener el do-
ble productc de las decenas de la raiz por las unida-
des, méas el cuadrado de las unidades de esta raiz.

Continuando el raciocinio como precedentemente,
diré que el doble producto de las*decenas por las
unidades de la raiz de 4554 no puede encontrarse
sinG en las 455 decenas de ese numero; separaré ton
un punto esas 455 decenas de la cifra 4 de las unida-
des; <oblaré las 24 decenas de la raiz para obtener
el cuadrado de las decenas de esta raiz y tendré 48,

-
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que escribiré en el lugar en que su:le ponerse el co-
ciente de una:division (lugar que me sirve para los
tanteos ). Réstame dividir 455 por 48 para encontrar
el nimero 9§ de las unidades de la raiz buscada.

Escribiré 9, colocandole al:lado de 48 decenas, y
tendré 489, que multiplicaré por 9, lo que me pro-
ducira 4401, inferior 4 4551 y me demostraré que 9
es-la cifra de las unidades de la raiz de 62154, Ins-
cribiré, pues, esta cifra 9 al lado de las 24 decenas;
rebajaré 4401 de 4554, lo que me dara por resta 153,
y concluyo que la raiz cuadrada de 62154 es 249 4
unas 153 unidades de aproximacidn, lo que es exacto,
porque 62154 — 153 = 62001 = 249°.

OBSERVACION. —Si quiero tener la raiz cuadrada
de 62154 4 un décimo, 4 un centésimo, 4 un milésimo
de unidad de aproximacidn, continuaré la operacion
anadiendo 2 la resta- 153 dos ceros, y operaré como
sobre las restas precedentes, lo que me dara décimas
y una resta 4 la que anadiré otros dos ceros, y sobre
la cual operaré para obtener centésimas y otra resta
ala que anadiré otros dos ceros para calcular las mi-
lésimas, etc.

Regla para la extraccién de iz raiz cuadrada
de un namero mayor que 00 *

.Dividase ei nimero de que se quiera extraer la

raiz cuadrada en grupos de dos cifras, a partir de ia
derecha, pudiendo quedar 4 izquierda una sola cifra.

Se extrae la raiz cuadrada del grupo de la izquier-

* En las clases elementales se comenzara por ensenar ia

extraccion de la raiz cuadrada. de los numeros inferiores 4 104;
después en las clases menos elementales se dard la regla ante-~
rior; pos ultimo, cuando los nifios puedan seguirla se les dard
la teoria completa. S

10



da por medio de la tabla de multiplicacién y de divi-
sidn. Sz escribe esta raiz 4 la derecha del nimero
dado.

Se rebaja el cuadrado de esta raiz del grupo de
izquierda y se inscribe al lado de la resta, el grupo
siguiente, teniendo cuidado de separar con un punto
la dltima cifra de este grupo.

Se divide la porcién 4 izquierda de este punto por
el cuadrado ‘de la raiz encontrada, y se obtiene,
salvo verificacién, la segunda cifra de la raiz bus—
cada. J

Para tantear esta cifra se inscribe en el lugar del
cociente de una divisién, al lado del doble de la pri—
mera cifra de la raiz, y se multiplica la cifra asi
obtenida, por la cifra de tanteo (lo que da el doble
producto de las decenas de la raiz por las unidades,
mas el cuadrado de las unidades de la raiz), y se
rebaja este producto de la primera resta. Si esto e
posible, es que la cifra es buena. Se le inscribe en—
tonces como segunda cifra de la raiz buscada. Si no
hay tal posibilidad, se tantea de la misma manera-
una cifra inferior.

Habiendo obtenido asi upa segunda resta, se re—
baja al ladoel grupo siguiente, separando por un
pﬁnto la Gltima cifra de la derecha de este gfupo; |

Se divide la porcién izquierda de’ este punto por
el doble de la raiz encontrada hasta entonces, y se
obtiene, salvo rectificacién, la tercera cifra de la rafz
buscada. ; '

Se contintia de la misma manera hasta haber ba—
jado todos los gruapos.

Extraccidn de la raiz ciibica

fixtraer la raiz cibica de un numera es buscar




por el calculo el namero que, elevado 4la tercera
potencia (6 elevado al cubo), reproduce este nimero.

Cuando se trata de numeros inferiores & 1000, se
puede construir 4 este efecto la tabla siguiente de los
cubos de los 10 primeros ndmeros y asegurarse que
estin todos comprendidos en la serie de los numeros
de 1 41000.

13 = 1 6 VT o= 1
9t — 8 6 Vs o= 2
85— 27 6 YT = 3
£— 64 s YL = 4
55— 125 & Y125 = 5
6 — 216 6 216 = 6
7= 343 6 V343 = 7
88 — 512 6 V512 = 8
9= 729 G yTR9 = 9
105 — 1000 6 V1000 = 10

No expondremos detalladamente en este tratado
elemental la teoria de la raiz cabica, limitdadonos 4
enunciar el principio utilizado y 4 dar la regla apo-
yada en un ejemplo.

El principio -utilizado es el siguiente, que se de~
muestra por el mismo procedimiento que el empleado
para demostrar el principio concerniente 4 la raiz
cuadrada. |

£l cubo de la suma de dos ndmeros se compone
del cubo del primero, mas tres veces el cuadrado del
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primervo multiplicado por el segundo, mas tres veces
el primero mufz‘z}[zkado por el cuadrade del segundo,
mas el cubo de! segundo.

De donde se sigue:

- El cubo de un nimero compuesto de decenas y de.
unidades comprende el cubo de las decenas, mis tres
veces el cuadrado de las decenas multiplicado por
las unidades, mas tres veces las decenas multiplica—
das por el cuadrado de las unidades, méas el cubo de
las unidades.

Regla para la extraccion de la raiz ciibica de
un numem supermr a 1000

Sea extraer la raiz ctbica de 42157683
Disposicién de la operacién

42.157.683 348
39=27 | 3= 9 34 = 1156
151.57 X 3 X 3
34%=3930+4 S == 27 = 346%
28536.83 | 191 : 27 = 5 28536: 468“—?‘)
3489— 49144199 | 35°= 42875,su-| 348°%=142144192
Resta 13491 _permr a 42157, |inf.4 42157683.

5 es excesivo. | 8 es bueno.
" Pruebese 4.

- Partir el ndmero (42.157.683), del cual se quiere
extraer la raiz cibica, en grupos de 3 cifras, 4 partir
de la derecha, pudiendo caber en el dliimo grupo 4
la izquierda solamente una 6 dos cifras.

Extraer la raiz chbica (42) del- dltimo grupo 4 iz~
quierda, por medio de la tabla de los cubos de los 19
primeros nimeros. Escribir esta raiz (3) 4 la derecha
del ntmero @ado (é) 157.683).

Separar el cubo (E '} de esta raiz (3) del grupo. de
izquierda (42) ¢ inseri blr, al lado del resto (15), el




grupo siguiente (157), cuidando de separar coa un
punto las dos dltimas cifras (57) de esie grupo.

Dividir la porcibn 4 izquierda de este punto (151)
por 3 veces el cuadrado (9) de la raiz (3) encontradu
(es decir, por 27), y se obtiene, salvo comprobacidn,
la segunda cifra (5) de la raiz buscada.

Para tantear esta cifra (5) la iascribo al lado de lu
primera cifra (8) de la raiz (lo que da 35). Elevo 35
al cubo y obtengo 42875, superior 4 42157. La cifra
5 es, pues, excesiva. Pruebo el 4. 34® = 39304, in-
ferior 4 42157. La cifra 4 es, pues, la segunda cifra
de la raiz buscada.

Restar el cubo (39304) de la raiz obtenida (34),
de los dos primeros grupos de la izquierda (42157).
Inscribir al lado de la resta (2853) el grupo siguiente
(683), cuidando de separar con un punto las dos ul-
timas cifras (83) de est= grupo.

Dividir la porcién 4 izquierda del punto (28536)
por 3 veces el cuadrado (1156) de la raiz encontrada
(34), (es decir, por 3468), y se obtiene, salvo & com-
probacion, la tercera cifra (8) de la raiz buscada.

Para tantear esta cifra (8}, la inscribo al lado de
las dos primeras cifras (34) de la raiz (lo que me da
348). Eleva 248 al cubo, y ‘obtengo 42144192, infe-
rior 4 42157683. La cifra 8 es, pues, la tercera y 4l-
tima cifra de la raiz buscada (348}, puesto que no
queda méis grupo que rebajar.

Restar el cubo (42144192) de la raiz {318) r’e los
3 grupos del namero {42157683), es decir de la tota”
lidad del ndmero cuya raiz se busca y se obtiene unza
resta 13491,

Se comprueba que la raiz cibica de 42157683 es
348 4 18491 unidades de aproximacidn, puesto que
42157683 — 13491 — 42144192 — 3485,

Observacion. — Si quiero tener la raiz cabica de
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42157683 4 un décimo, 4 un centésimo, &4 un milé-
simo de unidad de aproximacién, continuaré la ope—
racién anadiendo 2 la resta 13491 tres ceros, y hare
la misma operacidon que con las restas precedentes,
lo que me dara décimas de la raiz v una resta, 4 la
que afiadiré otros tres ceros, y sobre la cual operaré
para ob:ener centésimos de la raiz y otra rests, 4 la
que anadiré aun tres ceros para calcular las milési~
mas, etc,

Extraccion de las raices 4.2, 6.2, etc.

-~
Se extrae la raiz cuarta de un namero por medm

de la extraccién de dos raices cuadradas consecu—
tivas.

Se extrae la raiz sexta de un nimero por medio de
la extraccién de una raiz cuadrada Iuego de una raiz
cabica,

Etc., etc.

Después veremos 'que_ es posible construir tablas
que facilitan estas operaciones complicadas. -

Fracciones

Hemos visto (primera parte) que si se divide la
unidad en partes iguales, estas partes se llaman gue-
brados. Se les llama también partes alicuotas (del
latin ALIQUOTUS = cuantas veces).

Sabemos que para medic un grandor conviene
compararle 4 un grandor de la misma naturaleza
tomado como tipo y que se llama unidad. Mas el
grandor que haya de medirse, al ser comparado 4 la
unidad, puede ser igual 4 un corto nimero de veces
la unidad, mas alguna porcién menor que la unidad.
Esa porcién menor que la unidad podrd medirse, no
por la unidad, que es demasiado grande, sino por
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una f{raccién suficientemente pequefia de la unidad;
por ejemplo, por un tercio, por un cuarto, por un
décimo & por un centésimo de la unidad.

Ejemplo: una cinta podra tener una longitud de
9 metros mas 3 cuartos de metro, ¢ una longitud de 2
metros 75 centimerros de metro (2m,75 centimetros).

Para expresar una fraccién, bastara indicar en
cudntas partes estd dividida la unidad y cuénias se
toman de esas partes.

El nimero por el cual se indica y por el cual se
denomina en cuantas partes estd dividida la unidad,
se llama denominador (del latin DENOMINARE == de—
nominar); €l namero por el cual se indica cuéntas se¢
toman de esas paries, qué nimero se cuenta de esas
partes se llama numerador (del latin NUMERARE=
contar).

Se escribe una fraccion colocando el numerador
sobre el denominador separados por una raya hori-
zontal.

£y

o}
Ejemplo: La fraccién 3 cuartos se escribe —

A .

Fratciones decimales

Si se divide la unidad en fracciones de 10 en 10
veces menores, es decir, en 10, 109, 1000, etc., par-
tes, se tendridn fracciones decimales, lo que puede
expresarse dicizndo que una f{raccién decimal es
aquella cuyo denominador es una poteacia de 10.

Para escribir un nimero compuesto de unidades y
de fracciones decimales se aplica simplemznte la nu-
meracién decimal. Conforme 4 esta numeracion, una
cifra’ colocada & la derecha de otra representa uni-
dades 10 veces menores Habiendo separado la parte
entera de la parte fraccionaria por una coma, bastard
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inscribir las décimas 4 la derecha de la coma, las
centésimas ala derecha de las décimas, etc.

Ejemplos: .
2 unidades 7 décimas se escribe 2.7
42 unidades 3 centésimas se escrib 42 03
76 milésimas se escribe . 0,076

Se pueden también escribir las fracciones decima-
les como las fracciones ordinarias.
- 1 - r - . . 76
Fijemplo: 76 milésimas puede escribirse 5

Nimeros fraccionarios

En los ejemplos anteriores, como 2 unidades 7 dé-
cimas {2,7) puede leerse 27 décimas, puede escri-

) 27
birse —
10 '
Del mismo modo que 42 unidades 3 centésimas
o ' L. 4203
pueden leerse 4203 centésimas, puede escribirse T30

Si el ndmero fraccionario (recordamos que se
llaina nimero fraccionario un nimerc entero acom-—
panado de una fraccién) comprende un numero en-—
tero acompanadc de una fraccién ordinaria, puede
también convertirse en fraccidon. (1)

Sea 3 unidades - 2 tercios.

1 unidad = 3 iercios.
3 unidades = 3 tercios X 3 = 9 tercios.
: , . ) 11
9 tercios — 2 tercios = 11 tercios = —
: 3]

e T I g e,

(1) Debe advertirse para mayor claridad que el ndmero
llamado por el autor numero fraccionario, es el que nosotros
llamamos habitualmente wmumero mixio, 6 sea el que se com-
pone de un numero entero y un quebrado, y el caso 4 que se
refiere no es oiro que el de reducir un nimero mixte 4 quée-
brado. '
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Como se ve, basta para multiplicar la parte entera
por el denominador de la fraccién y adadir 4 este
producto el numerador de la fraccién para obtener
el numerador de la fraccidén buscada.

‘Resulta de lo que precede, que una fraccidn puede
ser igual, inferior & superior 4 la unidad, y que un
numero cualquiera (entero ¢ fraccionario) puede po-
nerse siempre en forma de fraccidn.

Convirtiendo los ndmeros enteros en fraccwnes
cuyos denominadores sean 1, se vuelve 4 la definicion
de los nimeros como resultados de la comparacién de
una pluralidad con una unidad. Enunciar un ni-
mero es, pues, habiendo considerado un grupo divi-
dido en tantas partes iguales como unidades contiene,
considerar como denominador la unidad y como nu-
merador la suma de las unidades del grupo.

6
Decir 6, 25, 437 significa 6 primas (T)’ 25 pri-

25 o 437
mas ( ), 437 primas (——-—-) ’
1 1
Se’ ha convenido en la prictica, para simplificacién,

en suprimir el denominador de esas fracciones, ¥y
decir simplemente seis, veinticinco, cuatrocientos

treinta y siete.

En el mecanismo del razonamiernto veremos que
todo razonamiento puede convertirse en una O varias
comparaciones, y que la relacidén expresa el resultado
e la o de las comparaciones.

Bajo la forma mas sencilla (fraccidn) iz relacida
nos muestra, pues, los dos términos que se (uierén
comparar {numerader, denominador), unidos por la
facilidad de la comparacion y separados por una
raya, consistiendo la convencidén en que la cifra colo-
cada sobre la raya expresa el grupo, ¢, si se quiere,
el nimero de las unidades del grupo, y ia cifra colo-
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cada debajo de la barra expresa el género -de las
unidades.

Hemos visto que se puede facilmentz convertir un
namero fraccionario en fraccidén, pues del mismo
modo se puede siempre convertir una fraccién en
namero fraccionario.

i1

L)

Sea

Una unidad = 3 tercios.

Luego tantas veces como haya 3 tercios en 11 ter-
cios, habra unidades.

11 dividide por 3 = 3 y restan 2.

11 o 9

En 5 hay, pues, 3 unidades - 5

Del mismo modo podriamos decir:

9 ) : 0
— = 3 unidades + —
3 3
Y 5 5
5 = 0 unidades - 3

Si nos referimos 4 los ejemplos que preceden,
como a lo que antes hemos expuesto, se puede con-—
cebir un nimero fraccionario como dando idea de un
grupo compuesto de dos grupos (unidades.y fraccio—
nes de unidades), y una fraccién como el mismo grupo
modificado por la divisién de las unidades en fraccio-
nes, €s decir, como un grupo compuesto de una sola
clase de fracciones de unidades.

En la realidad, para medir un grandor €s raro que
se le divida verdaderamente en grupos de unidades
y de fracciones de unidades; soliendo contentarse
con considerarle divisible .en esos grupos, y esto es
16 que hace posible una operacién de medida. Con—
viene insisiir en esta nocidn .de medida gue domina
toda la ciencia.
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Adicion de las fracciones

Primer caso.—Silas fracciones que han de adicio-
narse tienen el mismo denominador, se suman los nu-
meradores y se da 4 esta suma el denominador comin.
' 3 15 61
127 + 127 T 127

Esto equivale 4 adicionar cantidades de la misma
naturaleza, centésimo-vigésimo-séptimos.

3 ciento veinte y sieteavos.
15 ciento veinte y sieteavos.
-+ 127 ciento veinte y sieteavos,

Ejemplo. Sea adicionar

= 145 ciento veinte y sieteavos.

Segundo caso.—Si las fracciones que han de adicio-
narse no tienen el mismo denomipador, se la 're.ducé
al mismo denominador por el método indicado des-
pués, y se opera en seguida como en el primer caso.

Tercer caso.— Adicionar los ntimeros fraccionarios.
 Para ello se adicionan primero las fracciones, se
convierte la suma hallada en némero fraccionario y
se afladen 4 los enteros de este numero los enteios

que figuren en los nimeros fraccionarios que han de
adicionarse.

. . 2 5
Sea adicionar 8 + oY 5 - ry
. . . . 2 5
Adiciono primeramente las fracciones PRAre

tengo 7 1 .
€n — = —
s 6 T 6
Adiciono luego los enteros 8 y 5 y tengo 13 que

— 1 1 1
aniado al entero de la suma 1 - 7 tengo 14 + --{-.;-

Sustraccién de las fracciones

Primer case. — Si las fracciones tienen el mismo
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denominador se hace la diferencia de los numerado—
res y se da 4 esta diferencia el denominador comun.
G
Ejemplo: Sea sustraer — de —; esto equivale 3
11 i1’ E
disminuir de las undécimas cierto ntmero de undé—
cimas.
9 undécimas
— 4 undécimas

= 5 undécimas

Segundo ‘ccz&o.m—Las fracciones que se han de dis—
minuir una de otra no tienen el mismo denominador.
En este caso se les reduce 4 un mismo denomina—
dor por el método indicado después, y se opera
en seguida como en el primer caso.

Tercer caso. — Sustraccién de nuameros fraccio—
narios. |

Se podrin convertir los nimeros fraccionarios en
fracciones y se proceder4 como en el caso _primero
6 como en el segundo.

Asi se podra operar prireramente la sustraccion
sobre la parte fraccionaria, después sobre la parte
entera. En este caso, si la parte fraccionaria que
se ha de sustraer es mayor que la parte fraccionmaria
de que ha de ser sustraida, se le afiadiri un entero,
tomado 4 la parte entera del cual se tendrd cuenta
en la sustraccién de la parte entera.

L%

: oo, 4
Ejemplo: Sea haber de disminuir 34 — de 8 4 —
5

4 2
. 1o puede disminuirse de —, por lo gue afiado
3 5

H

y ¥ digo —
)

, ¥ tengo

o
it r ot

Ut f E

una unidad, es decir,

Para tener en cueata esta unidad prestada, puedo,
% y P 3
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sea disminuirlia de 8, lo que me da 7, del cual dis—
minuyo aun 3 y tendré 4 para la parte entera de la
diferencia buscada; sea anadir por compensacidon
esta unidad 4 3, lo que me da &, que disminuiré de 8,
y tendré igualmente 4 para la parte entera bus—
cada, y diré:

Multiplicacion de las fracciones

Primer caso. — Multiplicar una fraccién por un
entero.

Para esto se multiplica el numerador de la fraccién
por €l entero, y se da 4 este producto el denomina—
dor de la fraccién.

.. o 1 .
Ejemplo: Sea multiplicar -— por 3, qu: e uivale
o7
- . 1 ' PR
a repetir 3 veces —-. Ya hemos visto que -_ - — -
7 . y -
12

p~

7 .
Observacidn. — Se sigue de lo expuesto que de 2
tfracciones que tengan el mismo denomirador, la ma-

4
T

yor es la que tiene mayor numerador, y, consiguien-
temente, una fraccion se hace mayor cuando su nu-
merador aumenta, y menor, cuando aumenta su
denominador,

Para multiplicar una fraccidén por un entero, es
decir, para hacer usiz fraccidén cierto numero entero

de veces mayor, se podré, pues, llegar 4 este resul-
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tado haciendo su denominador ese numero de veces
menor, es decir, dividiendo su denominador por el
numero entero, si es posible, lo que tiene la ventaja
de simplificar la fraccidn, .

Segundo caso.— Multiplicar un entero por una
fraccion.

Para esto se opera como si se tuviese que multipli-
car la fraccién por el entero.

— 4 .
En efecto, sea multiplicar 3 por —, que equivale
i

4 repetir 3 cuatro séptimas de veces

3
— de veces 3 — —

ol

i {
3 3 3 3

1
I
4 veces _;;m de veces 8 — — -[— + SR

™
‘l‘m

1o que equivale & multlphcar el entero por el numera-
dor de la fraccién y 4 dar al productor el denomi-
nador de la fraccion. |
Tercer caso.—Multiplicar una fraccién por una
fraccion.
Para esto se multiplican los numeradores entre si
y los denominadores también entre si,

D3 |

. .y I :
En efecto, sea multiplicar — por —, lo que equi-
S

vale 4 repetir — siete octavas de veces.
5
. 1 3
I'omar 3 de veces — equivale 4 hacer la frac—
5
.3
ci6n — ocho veces menor, lo que puedo hacer
5} . _
3 ,
5 X 8

multiplicando su denominador por 8 y tengo

_ 1
7 octavas son 7 veces més que 3 €s necesario,
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ues, multiplicar la fraccién ——— por 17, lo que
pues, P s X 8 P i ]

3 K 7

hago multiplicando por 7 el numerador y tengo —— 5% 3

Cuario caso. ——Mulnphc.lcwn de lns ntmeros frac-
(.101'18.3‘103. )

Para esto se reducen los nimeros fraccionarios en
fracciones; se aplica la regla precedente.

Observaciones.— Cuando se multiplica una fraccién
por otra, el producto es menor que la fraccién multi-
plicando si la fraccion multiplicador es inferior a la
unidad; el producto es mayor que la fraccidon multi~
plicando en el caso contrario, es decir, cuando la
fracciéon multiplicador puede ser referida 4 un namero
fraccionario.

En los diversos casos de la multiplicacion de las
fracciones, se puede invertir el orden de los factores
sin cambiar el producto, porque los nimeros enteros
pueden ponerse en forma de fracciones que tengan la
unidad por denominador. Y efectuar el producto de
dos 6 mas fracciones equivale 4 efectuar el producto
de los términos, es decir, el producto de nameros en-
teros, y ya sabemos que este producto no cambia
ceando se invierte el.orden de los factores.

Kl valor de una fraccién no cambia cuando se
multiplica ¢ se dividen los dos términos por un mismo
namero.

En efecto, multiplicando ¢ dividiendo el numerador
de una fraccidén por un nimero, se hace esta fraccidn
en nimero de veces mayor ¢ menor; v multiplicando
6 dividiendo el denominador por ese mismo nimero,
se hacen la fraccion el mismo ntmerc de veces me-—
nor ¢ mayor. ‘



Divisién de las fracciones

Primer caso. — Dividir una fraccién por en en—
tero,

Para esto se multiptica el denominador de la frac-
cién por el entero y se da en este producto el nume~
rador de la fraccidn.

En efecto, sea dividir — por 15, lo que equivale 4
4

o3,
hacer la fraccidn -, quince veces menor, y ya s¢ que
puedo hacerlo haciendo el denominador quince veces
mayor.

Podré también, cuando sea posible, dividir el nu-
merador de la fraccidon por el entero. '
Segundo caso.— Dividir un entero por una frac-
cion. ' '
Para esto se multiplica el entero por la fraccién
divisor invertida.
. . . . :-),
'En efecto, sea dividir 5 por —-.
. Z
. ., T ) 5
Si tuviésemos que dividir 5 por 3, tendriamos e

i

pero.no se ha de dividir por 3, sino por —. Pero las
7
séptimas son 7 veces menores que la unidad. Ha-
biendo dividido por un divisor 7 veces mayor, tengo
: 5 -
un. cociente <_§} que es 7 veces menor. Para ha-

cerle 7 vec=s mayor, basta multiplicarle por 7, y

=~ bt
,xﬁ?:i_x__t_

L3 ]
<

tendré -

e

Tercer casy.— Sividir una fraceidn por una frac—
cion.
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~ Para ello se multiplica la fraccion dividendo por la
fraccion divisor invertida.
La misma demostracion que para el segundo caso.
6 4 6 X 5

75 TX 4

Observac.ds.—Se puede también, siempre que sea
posible, dividir los numeradores €ntre si y los deno-
minadores también entre si. Sabemos, en efecto,
que se puede hacer una fraccién cierto nimero de
veces menor, sea multiplicando su denominador, sea
dividiendo su .numerador por el nimero, y que se
puede hacerla cierto nimero de veces mayor, sea
multiplicando su.numerador, sea dividiendo su deno-
minador por el nimero. - _ |

Cuarto caso.— Division de los nimeros fracciona-
rios. S '

Para esto se reducen los nimeros fraccionarios en
fracciones y se aplica la regla del tercer caso.

Observacion— Cuando se divide una fraccion por
otra, el cociente es mayor que la fraccién dividendo
cuando la fraccién divisor es inferior 4 la unidad; el
producto es menor que la fraccién dividendo en el caso
contrario.

Simplificacién de las fracciones

Hemos visto que hay casos en qus se puede operar
sobre las fracciones sin modificar su valor. Esto
ocurre cuando se multiplican 6 se dividen los dos tér-
minos de una fraccién por un mismo ndmero,

Conviene observar que, por el contrario, se modi-
fica el valor de una fraccidn cuando se aniade 6 se dis-
minuye un mismo numero en las dos fracciones.

Ejemplo: Si se aniade un mismo nimero (2) 4 los

17
ik
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dos términos de la fraccion 9 € modifica el valor de

esta fraccion aproximandola 4 la unidad. En efecto,
24 2 4
942 11’

2 . ) -
5 es diferente de la unidad en

1|

4 ol
ET8 es diferente de la unidad en :

solamente.

Se modifica también el valor de una fraccion cuando |

se opera solamente sobre unoc de los términos, como
lo hemos hecho anteriormente.
- Utilizando este principio que no cambia el valor de
una fraccién dividiendo los dos términos por un
mismo nimero, se podra simplificar una fraccién cada
vez que los dos términos sean divisibles por un mismo
nimero, es decir, siempre que esos dos términos no
sean primos entre si. Dado este caso, la fraccién
quedara reducida 4 su mas simple expresién.

Se utilizaran A este efecto las reglas de divisibili-
dad de los nimeros y la de la descomposicién de los
numeros en factores primos.

. . o : . 13

Ejemplo. Sea simplificar la {raccién T

18 y 30 son divisibles por 2, por lo que efectiio
esta division y tengo

18 9
30 15

Siendo ¢ y 15 divisibles por 3, etectio esta divis
sién y tengo
9 3

15 B!
s 9 .. = . . c ., 3
Como 3 v 5 son primos entre si, la fraceién —
)
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representa la fraccion %i— reducida, 4 su mas simple
expresion. |

Es facil ver, por lo que precede, que se puede re-
ducir una fraccidn & su mas simple expresion, divi-
diendo los dos términos por su maximo comun di-
visor,

Reduccion de las fracciones al mismo deno-
minador

Para esto se multiplican los dos términos de cada
fraccidn por el producto de los denominadores de to-
dos los otros.

En efecto, operando asi no se cambian ios valores
de las fracciones y se hacen todos los denominadores
iguales, puesto que tienen todos por denominador un
mismo producto. .

Ejemplo:

Sea reducir al mismo denominador las fracciones
2 3 4
3 4 5

Aplicando la regla anterior, tendré
2 X4 X5 I X3 X5 43I X4
3X 4 X5 1 X 3X5 5 X 3 X 4

40 45 48
60 60 60
Observacion.—Ademas de las otras ventajas, se ve
en seguida que la reduccidn de fracciones al mismo
denominador permite distinguir los mayores.

Ya hemos visto que era preciso reducir las fraccio-
nes al mismo denomirador para poder adicionarlas
O sustraerlas.
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Reduccién de las fracciones al minimo co-
miin denominador

o

Es interesante saber, no s6lo reducir fracciones al
mismo denominador, sino también saber reducirlas
al minimo comin denominador.

Este minimo comn denominador no puede ser sino
el menor miultiplo comin de todos los denominadores.
En efecto, otro multiplo comin les seria superior.

Se sigue de aqui que, 4 los denominadores de las
fracciones sobre que se opere por primos entre si,
su minimo comGn miultiplo serd su producto. De ma-
nera, que para reducir al minimo comin denominador
varias fracciones cuyos denominadores socn primos
entre si, bastard multiplicar los dos términos de cada
uno por el producto de los denominadores de las
otras.

Si, por el contrario, los denominaderes de las frac-
ciones sobre que se operano son todos primos en-
tre si, bastara buscar su minimo comin multiplo, que
serd también su minimo comin denominador. Falta-
ra entonces determinar los numeradores respectivos.
Para esto se dividirda este minimo comin multiplo
por cada denominador, y se multiplicard cada numec-
rador por el cociente correspondiente. De esta ma-
nera, habiéndose multiplicado por un misrio ninero
los dos términos de cada fraccidn, el valor de cada
fraccion no sera modificado, y todos los denominado-
res seran bien iguales al minimo comidn multiplo.
 Sea reducir al minimo comdn denominador las
fracciones |
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Descompongo 720, 90 y 315 en sus factores pri-
moOSs V engo

720 = 2 X 3* X 5
90 =2 X 3* X 5
3153 =3* X 3 X 7

Siendo igual el minimo comdn miultiplo de 720, 90
y 315 al producto de sus factores primos 4 la més
alta potencia, es igual 4 2* X 3° X 5 X 7 = 45360,
que es también el minimo comin denominador bus—
cado.

Para encontrar los numeradores correspondientes,
divido ese nimero respectivamente por cada domi-
nador, es decir, por 720, por 90 y 313, y tengo por
cocientes respectivos 63, 504 y 144,

Multiplico los numeradores 43, 15 y 2 respectiva—
mente'por es0s cocientes y tengo los productos 2709,
7560 y 288 que representa los numeradores bus-

cados.
1315 2 , ,
—— , — y —— , reducidas al nd-
720 7 90 315
mero comun denominador son, pues, iguales 4
2709 7560 288
£5360 ° 45360 ° 45360

Las fraccicnes

Operaciones sobre las fracciones decimales

Hemos visto que se pueden escribir las fracciones
decimales utilizando el principto que toda cifra colo—
cada 4 la derecha de otra representa unidades de 10
en 10 veces menores, v que se reconocen :as fraccio-
nes decimales en que se separan de las unidades por
una coma. | )

Sabemos que, en consecuencia, cambiando de lu-
gar la cnma de 1, 2, ete. lugares hacia la izquierda
G hacia la derecha se hace un ndémerc:- 16, 100, etc,

veces menor G mayor.
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Ejemplos
7145,34 es 10 veces menor que 71433,4.
71453,4 es 100 veces mayor que "14‘9‘34
En efecto,

. _ ) . . , 114534
7145,34 == 7145 unidades, 34 centésimas O SRV
| - . L 714534
71453,4 = 71453 unidades, 4 décimas o TS
| | , L 714534
714,534 == 714 unidades, 534 milésimas ¢ 000"

Observacidn.—No se modifica una fraccién deci-
mal afdadiendo uno 6 varios ceros 4 su derecha, lo
. que équivale 4 multiplicar su denominador y su nu-
merador por 10, 100, etc,

En efecto,

0,2 == 0,20 = 0,200, etc.
porque puedo poner estas fracuones bajo la forma
| 2 20 200 ;

— == == efc.
10 100 1000

Adicién y sustraccién de fracciones decimales

Se operarid como para los numeros enteros, te-
niendo cuidado de poner las comas las unas debajo
de las otras.

Sea adicionar 0,25 4+ 0,5 4 0,034

Tendré

En efecto, es como si tuviera que adicionar 2530
milésimas, 500 milésimas y 34 milésimas.

g misma demostracidén para ia sustraccion,




Multiplicacién de fracciones decimales

Basta separar del producto tantas cifras decimales

como haya en los dos factores.
Sea multiplicar 5,21 por 4,3
5,21

X 4,3
- 1563

2084
— 22,403

En efecto,
521 y 43 321 X 43 22403
100 10 100 X 16 1000

— 22,403

Division de fracciones decimales

 Bastar maitiplicar el dividendo y el divisor por 10,

6 por 100, 6 por 1000, etc., segun el caso, de ma-

nera que se suprima la parte decimal, y se operara
en seguida sobre nimeros enteros.

Sea dividir 3,60 por 0,9 .
3,60 3,60 X 10 36

Tendré = : _

0,9 0,9 X 10 9

Habiendo multiplicado los dos términos.-por un

mismo ndimero 10, no habré cambiado el valor de la

—"4

fraccion.

Qbservacion.—Si la divisién diese una resta, po-
dria continuarla afadiendo un cero 4 esa resta y
poniendo una coma después del cociente.

Sea dividido 32,13 por 0,90, equivalente & dividir
3213 por 90, y se tendra:

3213 | 90

270 35
513
430

<
Li
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En este caso afiadiré un cero 4 63 y una coma des-
pués dé 35, lo que me permitird buscar las décimas
dek cociente. Si queda otra resta afladiré otro cero 4
esa resta y buscaré las centésimas del cociente, y asi
sucesivamente.

3213 | 90
270 357
513
450
630
630

3,60 divi

Observacién general sobre las fracciones

Toda fraccién puede ser considerada como el enun-
ciado de una division. que ha de efectuarse, siendo el
numerador el dividiendo y el dominador el divisor.

En efecto,,

1

5

ulo&

=+

Es decir, una unidad dividida en 3 partes <+ una
unidad dividida en 5 partes 4 una unidad dividida
en 5 partes, ¢ 3 unidades divididas por 3.

Por consiguiente, efectuar la divisién eqaivale pre-
cisamente 4 reduc1r una fraccién ordinariz 4 fraccidén
decimal, puesto que efectuando la divisién se hace
uso del sistema decimal

En efecto, para dividir 3 por 3, diré: ;cuantas
veces entra 5 en 3, ninguna vez?; 3 unidades == 30
décimas, (Cuantas entra 5 en 3¢ décimas..., ete.?
Habiendo convertido asi las 3 unidades en décimas
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determinaré entonces el cociente en décimas; des-
pués, si es preciso en centésimas,. etc..

3015
0 0,6
, 3
y tendré — = 0,6
g 3
Puede suceder que sea imposiblé terminar la divi-
9

sion. Sea la fraccidn 1

Si efectto la division tendré
90 |11
88 0 8181..,
20
11
40
88
20
11

9

Semejante cociente, cuyas cifras se reproducen se
denomina cociente periodico, y 1a fraccion misma toma
el nombre de fraccion pericdica.

El cociente y la fraccién se laman pesiddicos sim-
ples en el caso que nos ocupa. Son periddicos mixtos
cuando solo una parte del cociente o5 pesiddico.

-

. - 11
Ejemplo: - 5= 0,91666...

Cdlculo mental

&

Se entiende por calculo mental (del latin MENS =
espiritn) el que se hace en el cerebro y sin ayuda
de la escritura.

En el punto 4 que hemos llegado, es facil dar al-
gunas indicaciones scbre este asunto,

El cilculo mental reposa sobre cierto ndmerc de



principios muy sencillos, entre los cuales los princi-
pales son los tres siguientes:

1. Memoria de las diferentes tablas (tablas de
adicién y de sustraccidn, de multiplicacion y de divi-
sion, de potencias y de raices, etc. ).

Tanto como es malo aprender «de memoria» datos
mal comprendidos, es bueno ejercer la memoria rete-
niendo lo que se. ha comprendido bien. Conviene,
pues, ensefar 4 los alumnos 4 construir por si mis-
mos las diferentes tablas’y mostcarles en seguida la
gran ventaja que posee el que ha sabido retenerlas.
Sin la memoria de esas tablas, las operaciones mas
usuales y elementales se efectuaran con gran pérdida
de tiempo *.

2. La utilizacién de las propiedades de los nt-
meros y sobre todo de las propiedades pertenecien-
tes & los 9 primeros numeros.

Sabemos, en efecto, que el sistema decunai nos
permits expresar un numero cuaiqmera por medio
de las cifras 1, 2, 3, 4. 5, 6, 7, 8, 9 y del cero.

Ejemplo: Sabem()s que 9 = 10 — 1. Esta pro-
piedad nos permitird, por ejemplo, hacer constar
que teniendo que afadir 4 9 un nimero gque no com—
prenda mis veces que unidades, podremos tomar a
ese numero una unidad que afiadiremos 4 9 para for-
mar una decena. Veremos entonces que la suma de 9
y del nimerc sera igual a4 una decena <4 el nimero
disminuido de una unidad. Ejemplos:

9+ T =104(7—1)=1045=16
94+ 4 =10+ (+—1)=10-4 3 =13

I

*  Los profesores cuidaran, desde el principio de la ense-
hanza de la aritmética, de habituar 4 los alumnos & efectuar
mentalmente un cdlculo del mismo género que el que haya
efectuado por escrito. Pronto se verda que el eiercicio conduce
& efectuar mentalmente cdlculos cada vez mas complicados,
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Este procedimiento da una idea de todos los proé
cedimientos anilogos que consisten, toda vez que
esto sea mas comodo, en aiiadir é rebajar un nimero
superior 0 inferior al nimero dado, v 4 considerar-la
diferencia.

tjemplo: sea adadir 196 a 249. Observo que
196 = 200 — 4. Afiado 200 4 249 y tengo 249 -+ 200
= 449. Falta rebajar 4, lo que es facil, y tengo 449
— 4 = 113, | |

3. Olvidar voluntariamente, 4 medida que- se
efectian las operaciones, los ndmeros sobre los cua-
les se opera, para no retener sino €s0s nimeros mo-
dificados por las operaciones sucesivas.

Ejemplo: Sea sustraer 423 de 521.

Pienso en 521 y en 4, 2, 3 (sabiendo que 4 es cen-
tenas, 2 decenas y 3 unidades} v calculo asi:

521 — 400 == 121. Falta rebajar 53 de 121

Piensoen 121 yen 2 y en 3 (sahiendo que 2 es
decenas y 3 unidades) y calculo:

121 — 20 = 101. Falta rebajar 3 de 101
101 — 3 = 98

Desde la primera operacién he olvidado volunta-
riamente los ntmeros 423 y 521, sobre todo el ni-
mero 521, que he modificado 4 medida que efectuabala
operacion, por medio de 4 {centenas), 2 (decenas) v
3 (unidades). )

Casos particulares.—Conviene, en todos los casos

.'-2,1
o
iz A

en que ha de efectuarse {recuentemente una misma
operacion ¢ una misma serie de operaciones sobre
numeros variables, aplicarse & encontrar simplifica-
ciones. Estas simplificaciones se refieren & la utiliza-
¢ion de ciertas reglas de célculo. Respecto del cal-
calo mental, la construccién de tablas esneciales,
aprendidas en seguida, es de gran utilidad,
Mencionaremos sclamente de paso la facultad que
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tienen. ciertas personas de utilizar la memoria de la
escritura, lo que les permite efectuar una operacion
representandose mentalmente todas las cifras como
€1 estuviesen escritas,

Apresurémonos 4 afiadir que esta facultad parece
uiilizada més 6 menos por todas las personas que
efectian un calculo mental,

Instrumentos de cdlculo

Se ha llegado naturalmente 4 buscar instrumentos
que permiten facilitar los cilculos, y ya sabemos que
la palabra cdleulo viene del latin carLcuLl = predre-
citas.

Los primeros instrumentos de calculo debieron de
ser las manos con sus 2 veces 5 dedos. Todavia se
ensefia- & los nifos 4 «contar con los dedosy. Esta
costumbre la conservan ademas las personas que
calculan dificilmente.

Se tiene tambieén contadores de bolas, renovados
del abaco antiguo. El abaco (del griego ABax = ‘Za-
bla) era primitivamente una tablita enarenada sobre
la cual se inscribian los calculos. Se le transformd
después fijando sobre ella cuerdas ¢ varillas con
bolitas. - Los cdntadores empleados actualmente en
algunas escuelas son parecidos 4 los queremplean los
jugadores de billar, que contienen diferentes lineas
de 10 bolas cada una, de diferentes colores, por
medio de las cuales se pueden representar las unida-
des, decenas, centenas, etc.

En algunos paises estd muy extendido atn el uso
de los contadores: En Rusia, por ejemplo, el stchote
y en China el swan~pan permiten, 4 los que saben
servirse de ellos, la ejecucidn ripida de los cilculos
‘mas complicados,

.

—



Néper inventd un sistema de reglitas (palitos de

Neper) para abreviar vy simplificar los calculos. Este

sistema, completamente abandonado en el dia, re-
queria el empleo de cierta cantidad de reglitas igua-
les, que exigia un arreglo especial de los nimeros
de la tabla de multiplicacién v de divisidn.

El instrumento conocido bajo el nombre de regia
de calculo es muy practico, pero necesita el conoci-
miento del empleo de los logaritmos, de que habla-
remos después.

Kxisten reglas de calculo muy seacillas para los
usos completamente elementales.

El principio de ese instrumento consiste en el em-
pleo de una regla graduada en la cual se desliza una
reglita [lamada #7ador graduada también.

Supongamos la regla graduada hasta 20 y el tira-
dor graduado hasta 10, y se vera facilmente que
puede sumarse, por ejemplo, 4 y 3, del modo si-
gulente:

%1234567&91011 1213141.}161;181()205

|.1'2 3456 7 8 9 10  tirador )
! :

Coloco la marca del tirador debajo del 4 de la re-
gla; sobre el 3 del tirador se lee en la regla la
suma 7.

Se comprende que complicando la regla y el tira~-
dor con tiradores complementarios para decenas y
centenas puedan hacerse las operaciones, indicando
sucesivamente los nimeros que se retengan.

Por supuesto que instrumentos tan rudimentarios
no tienen gran utilidad préctica aparte de su conve-
niencia educativa, y las reglas practicas de calculo
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son las que comprenden el empleo de los logarit-
mos * |

Por Gltimo se ha tenido la idea de construir mza-

quinas de calcular. Las diferentes tablas y especial-
mente las de multiplicacion v divisién han sugerido
la idea de una maquina de calcular. Pascal, en 1663,

construy¢ la primera maquina aritmética, compuesta.

de cuadrantes mdviles y de ruedas de engranaje, v
en nuestros dias se ha llegado 4 construir miquinas
de calcular muy perfeccionadas y practicas.

Por todo lo que precede se ve cémo los trabajos
acumulados por las generaciones tienden 4 facilitar
los trabajos de las generaciones siguientes.

* En las clases elementales hagase construir & los nifios
reglas de calcular de papel 6 de cartdén y se les ejercitara en
adiciéon y en sustraccidén. También podran hacerse reglas mas
jargas para multiplicacién y divisién, Convendri enfonces
mosirar 4 los nifios que en ese caso es preferible el uso de las
tablas de multiplicacion y de division,




CUADRO RECAPITULATIVO
DE LA TERCERA PARTE

Divisibilidad. —Propiedad que tiene un ntumero de ser divi-
dido por otro sin dejar resta.

Multiplo de un ntimero, el que contiene ese numero varias
veces. exactamenté. . "

Ndmero primo, el que no es divisible mas que por st mismo
y por la unidad.

Nameros primos entre si, los gue no tienen otro divisor
comin que la unidad.

Principio general de divisibilidad.—Todo numero que di-
vide otros numeros, divide la suma, la diferencia y los mul-
tiplos de esos numeros.

Numero divisible por 2, cuando es terminado por una cifra
por (2, 4, 6, 8) & por cero.

NUmero divisible por 5, cuando termina por cinco 6 por
cero.

NUmero divisible por 4, cuando termina por dos ceros ¢
cuando el nimero formado por sus decenas y sus unidades
es divisible por 4.

Némero divisible por 25, cuando termina por dos ceros ¢
cuando el nimero formado por sus decenas y sus unidades
es divisible por 25.

NGmeroc divisible por 8, cuando termina por tres ceros ¢
cuando el numero formado por sus centenas, sus decenas y
sus unidades es divisible por 8,

Ndamero divisible por 125, cuando termina por tres ceros
¢ cuando el numerc formado por sus centenas, sus decenas
v sus unidades es divisible por 125.

Nimero divisible por 9, cuando la suma de sus cifras,
adicicnadas sin tener en cuenta el lugar que ocupan, es di-
visible por 9.

Nimero divisible por 3, cuando la suma de sus cifras,
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adictonadas sin tener en cuenta el lugar que ocupan, es di-
visible por 3.
Numero divisible por 6, cuando es 4 la vez divisible por 2
y por 3. |
Ndmero divisible por 11, cuando la diferencia entre la
suma de sus cifras de 'lugar impar (4 partir de la derecha)
y la suma de sus cifras de lugar par es divisible por 11.

Ndmero divisible por 7, cuando (teniendo cuatro cifras 6

mds) después de haberle dividido (de derecha & izquierda)
en partes de tres cifras, .la diferencia entre la suma de las
cifras pertenecientes 4 las partes de lugar par y la suma de
las cifras pertenecientes 4 las partes de lugar impar es divi-
sible por 7.

Nimero divisible por 10, cuando termina por 0.

Prueba por 9 (muitiplicacion . —Dividir por 9 el multipli-
cando, el multiplicador y el producto. El producto de las
restas de la divisidn por 9 del multiplicando y dei multiplica-
dor, debe ser igual 4 Ia resta de la division por 9 del producto.

-Descomposicion de un numero en sus factores primos.
— Dividirle sucesivamente y tantas veces como seasposible
por los divisores primos, comenzandb por los mas débiles.

Potencia, producto de un numero multiplicado por el mismo
cierto niumero de veces. ,

Exponente.—Cifra que marca cudntas veces ha de tomarse
el nimero como factor.

Maximo comun divisor de varios numeros es igual al pro-
ducto de sus factores primos comunes 4 la més débil po-
tencia. ‘

Minimo comun multiplo de varios nimeros es igual al pro-
ducto de sus factores primos a la mas alta potencia.

Raiz, numero que, multiplicado cierte nimere de veces por

st mismo, produce otro niimero llamado potencia.

indice, cifra que marca cudntas veces ha de tomarse el nu-
merc como factor.

Raiz cuadrada de un numero, nimero que, multiplicado por
si mismo, reproduce el nimero.

El cuadrado de un nimero comprende: el cuadrado de las
decenas; el doble producto de las decenas por las unidades;
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el cuadrado de las unidades. De este principio se deduce ¢l
método para

La extraccion de la raiz cuadrada de un nimero mayor
que 100. (Véase pagina 148 ).

Raiz cibica de un nimero, numero que, multipiicado tres
veces por si mismo, reproduce el numero,

El cubo de un namero comprende: el cubo de las decenas;
tres veces el producto del cuadrado de las decenas por las
unidades; tres veces el producto de las decenas por el cua-
drado de las unidades; el cubo de las unidades. De este
principio se deduce el método para

La extraccion de la raiz cdbica de un nimero mayor
que 1000. (Véase pdgina 148),

Fraceién, una O varias partes de la unidad dividida en cierto
numero de partes iguales,

Benominador, el nimero que indica en cudntas partes estd
dividida la unidad. _

Numerador, el numero que indica cudntas se toman de esas
partes (se escribe sobre el denominador separade por una
raya | .

Fraccién decimal, una 6 varias partes de la unidad dividida
en fracciones de 10 en 10 veces menores. En la numeracién
decimal se coloca una coma 4 la derecha de las unidades, v
se escriben sucesivamente 4 la derecha de la coma las déci-
mas, centésimas, etc.

Nimero fracc&onario, numero entero acompafiado de una
fraccidn.

Reduccion de los enteros 6 de los nimeros fracciona-
rios & fracciones.—Multiplicar los enteros por el deno-
minador dade: si resulta fraccion, afiadir el numerador al
producto.

Reduccidn de las fracciones a enteros, si ha lugar.—Di-
vidir el numerador por el denominador, el cociente da las
unidades; si queda resta, se convertird en numerador de
una {raccién que tiene el denominador primitivo.

Reduccién de una fraccidén & su més simple expresién.
—Dtvidir Ios dos términos por unos mismos numeros tan-
tas veces como sea posible y hasta que se obtenga una

iZ
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fraccion irreductible; 6 también dividir los dos términos por
su maxime comun divisor,

Reduccidn de fracciones a4 un mismo denominador. —
Multiplicar los dos términos de cada una de ellas por el de-

-nominador del otro, si no ‘hay mds que dos fracciones. Si

hay mas de dos, multiplicar los dos términos de cada una

de ellas por el producto de los denominadores de los otros.

Reduccién de fracciones al minimo denominador co-
mun, si los denominadores de las fracciones no son primos
entre si.— Buscar entonces su minimo comin multiplo, que
sera en ese caso su minimo denomihador comin. Para de-

terminar los numeradores, dividir el minimo comun multiplo

por cada denominador, y muitlphcar Cada numerador porel
-cociente correspondzente. '
FAdicion y sustraccién de las fraccaones —Reducir al
mismo denominadot, si ha lugar; hacer la suma ¢ la-dife-
rencia de los numeradores; dar 4 esta suma 6 a esta diferen=
cia el denominador comun.

Multiplicacion de las fracciones. Multiplicar los nume-

radores entre si y los denominadores también entre si. Si

hay un entero cuéntesele como ﬁriimo; st hay numeros
fraccionarios, redizcanse 4 fracciones: -

Division de las fracciones.— Multiplicar la fraccién divi-
dendo por la fraccidn diviser invertida; si hay un entero
cuéntesele como unimo; si hay numeros fracmonarlos re-
duzcanse 4 fracciones. ' ' '

Observacidén general.— Una fraccion puede ser considerada
como la indicacion de una divisién que haya de hacerse.

‘. -

H

L
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
sobre 1a Divisibilidad, las Potencias,
las Raices y las Fracciones

> o ) [ B

DIVISIBILIDAD

¢Cuando se dice que un numero es divisible por
otro? Dar ejemplos de nimeros divisibles por otros y
de numeros no divisibles por otros. |

¢Cuando se dice que dos ndmeros son primos
entre si? |

Demostrar que un ndmero divisible' por otro es.
multiplo de ese otro. Dar ejemplos. '

Demostrar que todos los nlmeros enteros son di-
visibles por la unidad y que todos los ndmeros son
divisibles por si mismos. _

Construir la tabla de los ntimeros primos tan ex-
tensa como sea pusible. -

Hacer que construya -esta tabla cierto numero de
alumnos, y medir la velocidad con que la construyen,
ro para humillar 4 los que tarden, sino, por el con-
trario, para demostrarles que con el ejercicio y la
atencion todo el mundo puede perfeccionarse.

Habituar los alumnos 4 medir la velocidad con que
pueden hacer ejercicios de construccién de tablas y
4 compararse frecuentemente entre si, para que pue-
dan medir su perfeccionamiento.

Demostrar que todo nimero que divide otros ni-
meros divide su suma, Dar ejemplos.

Demostrar que todo ndmero que divide dos ndme-
ros divide su diferencia. Dar ejemplos.

Demostrar que todo ndmero que divide otros nt-
mercs divide sus miltiplos, Dar ejemplos.
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:Cuando es un nimero divisible por 27 Dar ejem~
plos. .
¢Cuindo es un nimero divisible por 3? Dar ejem~
plos.

¢ Cuando un namero es divisible por 4?2 Dar ejem—

plos. Tomar nimeros al azar y verificar si son divisi-
bles por 4 por medio de la regla de divisibilidad por 4,
después por medio de una divisidn.

Las mismas preguntas respecto de la divisibilidad
por 25, po-r 8, por 125, por 9, por 3, por 6, por
11, por 7, por 10.

:Como se hace la prueba por 9 de una multiplica-
cién? Ejemplos.

¢Como se hace la prueba por 9 de una division?
Ejemplos.

Hacer la prueba por 3, por 7, por 11 de maltipli-
caciones y divisiones.

Hallar aplicaciones practicas de todo lo que pre-
cede. Ejemplo: Cierto nimero de personas quieren
organizar una partida de campo y preparan cestos
con provisiones para 4 personas. ;Podrdn preparar
un niimero exacto de cestos? ; Podran hacerlo si los
grupos fueran de 3? de 22 de 52 de 6? de 7? de 8? etc.?

{Qué se entiende por factores (6 divisores) primos?

Descomponer ntmeros tomados al azar en sus fac-
tores (G divisores) primos.

Il

POTENCIAS

¢Qué se entiende por potencia de un nimero?
Ejemplos.

¢Qué se entiende por primera, segunda, tercera,
cuarta, etc. potencia de un nimero? por cuadrado?
por cubo? por exponente? Ejemplos.
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:Cuél es la primera, la segunda, la tercera, etc.
potencia de 1, de 2, de 3, de 4, etc.?

Construir la tab'a de las 10 primeras potencias de
los 10 primeros nimeros sobre el modelo siguiente:

g |33 % 5
5§ |SE1 58| &
—~
= g e - s -ete. ete,
s o 2 " @
< s » -
1 LI 3 - L] - * ¢ i ® 8 ®E & & 8 % s
2 . = + » e ® s ®ls ¥ @ L Y
etc- a4 &« a - 5 & s a8 & & {46 & * #& » a4 a

reqervando en la columna de la segunda potencia el
lugar de un ndmero de tres cifras, en la columna de
la tercera potencia el lugar de un ndmero de cuatro
cifras, en la columna de la cuarta potencia el lugar
de un nimero de cinco cifras, etc., y en la columna de
la décima potencia el lugar de un ndimero de once
cifras.

Exponer, calculando rapidamente las potenmas de
10, la razén de lo que precede,

ITI

MAX1M0 COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN MULTIPLG
:Qué se entiende por maximo comin divisor entre
varios ntimeros? Hallar ejemplos y efectuar calculos.
:Qué se entiende por minimo comun mdltiplo?
Hallar ejemplos y efectuar célculos. (Se compren-
derd la utilidad de estos calculos al tratar, por ejem-
plo, de la simplificacién de las fracciones).

v
Raices

¢ Qué se entiende por rafces? por {ndice? Ejem-
$

nlos,
&
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:Qué se entiende por raiz cuadrada? por raiz cd-
bica? Ejemplos.

¢ Qué se entiende por cuadrado perfe&o’ por raiz
inconmensurable? Ejemplos. ‘

Extraer raices cuadradas. .

Extraer raices ciibicas.

Extraer una rafz cuarta, una raiz sexta o

Un campo cuadrado tiene cierta superficie, ;Cuél
-es la longitud de su lado? "

Una casa cuadrada ocupa cierta quperﬁ(:le ¢ Cudl
es la longitud de su fachada? -

Unos compaifieros que cultivan en comin un ex:
tenso terr1tor10 reuben de un amigo 2916 piantaq
de lechugas, y quieren plantarlas en hileras de modo
que haya tantas plantas por hilera como hﬂeras
:Qué nimero seré el de las hileras?

Se ha trazado el plano de una casa calculando que
ocupara el solar mas largo que ancho (dense cifras).
Se cambia de idea y se ve que hay ventaja en que la
casa tenga una forma cuadrada aunque ocupando
la misma superficie. CCuales habran de ser las nue-
vas dimensiones?

Se quiere recoger en un estanque ciibico el agua
de lluvia que caiga sobre un tejado. Se desea que
ese recipiente pueda contener cierto numero de hec—
télitros (dese la cifra). ;Cuiles seran las dimensio-
nes interiores del estangue? ;

\/T
FRACCIONES
¢ Qué se entiende por fraccién? por denominador?

por numerador? por fraccion decimal? por namero
fraccicnario?
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Enunciar fracciones y nimercs fracciones y hacer
que se escriban. : : :

Escribir fracciones y nimeros fraccionarios y ha-
cer que se lean.

Adicionar, sustraer, multiplicar y dividir fracciones
y nimeros fraccionarios. ‘

- Reducir fracciones al mismo denominador. |

Reducir fracciones al mismo denominador comiin,

Simplificar fracciones.

" Convertir fracciones ordmarlas en fracciones deci-
males y reciprocamente.

Demostrar que si se multiplica una fraccxon por
su denominador, se obtiene su numerador. ,

. ¢Como se- hace una fraccxon 2, 3, 4 etc., veces
mayor 6 menor?,

Demostrar que no se cambia el valor de una frac—
cion multiplicando ¢ dividiendo sus dos términos por
un mismo nimero.

Demostrar que, afadiendo un mismo nimero 4 los
dos términos de una fraccién, se altera esta fraccién
y se le acerca 4 la unidad.

Demostrar que rebajando un mismo namero de los
dos términos de una fraccidn, se altera esta fraccién
v se le aleja de la-unidad. |

¢ En qué se convierte una fraccién cuyo numerador
se aumenta? +En qué se convierte aquéila cuyo de-
nominador se aumenta?

¢ En qué se convierte una fraccién cuyo 'numerador
se disminuye? ¢En qué se convierte aquelia cuyo
denominador se disminuye?

we lama fraccion irreducible aqueﬂa cuyos dos
términos son inferiores 4 los dos términos correspon-
dientes de toda fraccida equivalente. Demostrar que
los dos términos de una fraccién 1rredumb§e son pri-
mos entre si,



:Qué fraecién de siglo, de afio, de mes, de semana,
de dia, representan 1 hora, 2 horas, 3 horas, etc.?
y TEP ) 43, ’
' 1

-

v
:

¢Por qué T es mayor que

‘Escribir eiertc nimero de fracciones, clasificarlas

después por orden de grandor.
243

64%

:Qué ha de afiadirse & para obtener una uni-

dad?

- ¢Cuantas unidades y fracciones de unidad hay en

49 . :
T2 ? Expresar las fracciones de unidad bajo la forma

més sencilla.
Un recipiente de forma cilindrica contiene, estando
lleno, 477 litros. Se mide la altura del liquido que

contiene en un momento dado, y se ve que esa altura

o

‘ - -
representa los Y de la altura total, lo que significa

que ese recipiente, dada su forma, contiene los

de su capacidad total. ;Cuantos litros representan

7

es0s —

o|

Pablo quiere construir un palomar: para ello nece-
sita 30 horas de trabajo. Ahora bien, cada dia de 24

1 . .
horas duerme Y del tiempo y se instruye durante

otro tercio. Si comienza el palomar el 1.° de agosto,
ccuando lo terminara?

:Cuando lo habra terminado si ademéis pierde ——

del tiempo en dejarse distraer?
¢Cuéndo lo habra terminado si trabaja todos los

£y

dias reguiarmente los T de su tiempo disponible, co-

menzande & las cince y media de la mafiana?

et Rl e e e
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Un pintor ha de pintar una pared. El primer dia
] 6 31

pinta T el dia siguiente T3 dos dias después =2
¢ Qué porcién de pared le queda gue pintar?
Multiplicar un nimero no significa necesariamente

aumentarle. En efecto, multiplicar, por ejemplo,

4 por significa fomar 4 la mitad de wunc vez.

-

Tomar 4 una vez=4,;y tomar 4 la mitad de una
vez=2. | )

Demostrar por ejemplos quefei producto de un na-
merc por una fraccién es mayor que ese nimero sila
fraccién es mayor que la unidad; y menor que este
numero si la fraccién es menor que la unidad.

Carlos quiere plantar 23 arboles y se pone 4 cavar
23 hoyos. Calcula que en una hora cava un hoyo y
la cuarta parte de otro. ;Cuanto tiempo emplearden
cavar todos? ¢Cuénto tiempo habri de dedicar dia-
riamente si quiere acabar en tantos dias?

Cuando haya que hacer cierto trabajo, los alum-
nos deberan habituarse 4 sefialarse tareas, si quieren
hacer el trabajo en un tiempo determinado. Debe-
ran darse cuenta del tiempo que habran de dedicar
cada dia 4 determinado trabajo si quieren hacerle en

5 dias, 6 dias, 7 dias, etc., lo que representa cada dia
1 1 X

, , — , etc.; del trabajo.
6 7 .

Pedro hace cierto trabajo en 3 horas. Alfonso

hace el mismo trabajo en 4 horas. ;Cu¢ porcidn de

x|

trabajo harin en una hora si trabajan juntos? Razo-

1 .
namiento: Pedro, en una hora, 5 de trabajo; Alfonso,
en una hora, hace — de trabajo. En 1 hora haran
4

uuuuu
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Kl mismo razonamiento se aplica si se trata de cal-
cular la porcién de un estanque que llenarin 6 vacia-
ran dos grifos abiertos juntos, sabiendo que cada
grifo emplea tanto tlempo en llenar 0 vaciar €l es—
lanque. ‘

El mismo razonamiento se aphca 4 calcular lo que
consumirian juntos y por hora.cierto ntmero de me-
cheros de gas que consumwran cada uno tanto gasen
tantas horas, etc., etc.

Habituar 4 los alumnos 4 tomar las reglas de la
teoria, y 4 plantear por si mismos problemas de apli-
cacién. © No hay inconveniente en dejarles consultar
4 este efecto recopzlaczones de problemas. Es bueno
acostumbrarse & modificar los nombres dados como
ejemplos. Conviene también sefialarles los errores
contenidos en los libros eni uso, tanto desde el punto
~de vista de las relaciones entre los hombres, como

respecto 4 lo que concierne 4 'los datos expenmenta-
les de la aritmética. ’




CUARTA PARTE

Relaciones, proporciones, progresiones,
logaritmos, regla de {tres, repartos
proporcionales, etc.

En las aritméticas actuales
se dedica una parte impor-
tante a las operaciones finan-
cieras (interés, descuento, etc).
Por nuestra parte indicaremos
sblo esas operaciones en las
cuales los nombres pierden
mucho tiempo en la sociedad
actual. En una sociedad razo-
nable, el calculo se ufilizara,
no con un fin comercial, sino

- en vista de la organizacion
de la felicidad (satisfaccion de
las necesidades con el minimo
de esfuerzo).







Relacién

Hemos explicado en otro lugar y aqui mismo que
una relacion resulta de una comparacion. No hay
mas medio de comprender por qué caracteres se pa-
recen 6 se diferencian dos objetos, que aproximando
el uno al otro. En esa aproximacion consiste la com-
paracion, Una vez aproximados los objetos, se pue-

den percibir las semejanzas 6 las diferencias que
resulten de su comparacién. La anotacién mental,
hablada &6 escrita, del resultado de una comparacion
6, mas sencillamente, el resultado de una compara—
cién de objetos se llama la #elacion de los objetos.
Como la aritmética estudia los nimeros, nos ocu-
paremos aqui de la relacién entre los nameros, y
llamaremos relacion entre dos nameros al resultado
de la comparacién de esos dos ndmeros.
© Asi pues, como consecuencia de lo que precede,
para comprender la semejanza 6 la diferencia de dos
numeros, conviene aproximar el uno al otro, y la
manera mas sencilla de anotar esa aproximacion
(comparacién) consiste en escribir los dos nimeros,
uno al lado de otro (relacion), de manera, que bajo
la manera mas sencilla, la relacion entrz dos nimeros
N0 €s mas que su yuxtaposicién.

Relacion aritmética

Una vez colocados los dos ntimeros uno al lado del
otro, se¢ puede percibir facilmente cual es mayor y
cuil es menor, y muy naturalmente acude la idea de-



descubrir cuanto excede el mayor al menor (dife-
rencia). _

La relacién expresada bajo la forma de diferencia
(sustraccion) se llama relacion por diferencia 6 re—
lacion aritmetica.

Ejemplo. Si comparo 21 con 3, extrayendo 3 de
21, diré que la relacién por diferencia ¢ la relacion
arztmetlca entre 21 y 3 es 21 menos 3, que escribiré
21 — 3. También podré decir, efectuando la Sustrar‘—-
cion, que. la relacion aritmética entre 21 y 3 es su
diferencia, es decir, 18.

- Relacwn geometrnca

Hab1endo comparado asi 21 y3y. anotado su dife-
rencia 18, puedo tratar de comp;‘ender aun de otro
modo el resultado de la comparacion (relacién) in-
vestigando cuantas veces 3 esta contenido en 21 (lo
que es otra manera de descubrir cudnto excede
21 de 3). | | |

Una relacwn e\presada bajo esta forma (dlwsmn)
se llama »elacion por cociente 6 relacion geometrica,
0 sencillamente relacion. _ B | |

QObservaciones. —-—-Como la divisién es una operd—
cion aritmética, no ha de cons1derarse l6gica la divi-
sion por cociente como no aritmetlca por oposicion
a la relacidn por diferencia; que seria aritmética.
Eso es tanto menos logico, cuanto que la division,
como sabemos, es un caso particular de la sustrac-
cién.

Sin embargo, la relacién por. cociente es muy
usada en geometria, y aunque ia relacién por diferen-
cia pueda serlo igualmente, se ha establecido el uso
de reservar el nombré de relacién geométrica 4 la
relacién por cociente.




Ejemplo. Si comparo 21 con 3, dividiendo 21 por 3,
diré que la'relacion por cociente, 6 la relacion geo-
métrica entre 21 y 3 es 21 dividido por 3, que escri-

21 , .
biré — 6 21

3. Efectuando la divisién también

podré decir que la relacién geoﬁlétrica entre 21 y 3
es su cociente, es decir, 7.

Reﬁmendonos 4 cuanto hemos dicho acerca de las
frac,cmnes se ve que las relaciones geométricas pue-
den- ser consxderadas como f{racciones, y que todas
las reglas que se aplican 4 las fraccmnes se aplican
a las relaciones geométricas. Por ejemplo, lo mismo
que las fracciones, las relaciones no cambian de valor
cuando se multtphca 4 se d1v1den los dos términos
por un mismo ndimero, |

Observaremos de paso que una relacion aritmética
no cambia cuando se afiade 6 sustrae un mismo nu-
mero & sus dos términos, Sabemos, en efecto, que la
suma 0 la diferencia entre dos ndmeros no se modi-
fica cuando se afiade 6 se sustrae un mismo nimero
a cada uno de esos dos nameros. Lo

Nos ocuparemos aqui principalmente de las rela—
ciones por cociente, y, siguiendo la costumbre, con-
vendremos en llamarlas sencillamente relaciones.
Tendremos cuidado, cuando se trata de las otras, de
servirnos de! término «relaciones aritméticas.»

Observaremos ademés que la nocidn de relacion es
en extremo general. Un nimero es una relacién con-
siguiente 4 la comparacion del conjunto de las unida-
des de una pluralidad con una de esas unidades.
Acabamos de ver que el resultado de la comparacién
de un pumero con otro namero podria ser expresada
por una relacién. Por tUltimo;-de una manera gene—
rai', una relacién puede representarse siempre en
forma de fraccion cuyos términos (numerador y de-
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nominador) pueden ser enteros, fracciones 6 fraccio-
narios, pudiendo siempre volver los dos términos &
ser enteros, lo que simplifica los calculos,

¢,
()

Observo que se trata en el caso presente de dividir

4
5

Ejemplo. La relacién de

6 6
a4 — €S —
7 7

una fraccioén por otra fraccién, y bastard para multi-

plicar Ia fraccién dividendo por la fraccidn divisor al
revés. Tendré, pues

4
(E)_éx? 28

(g)w;sxs 30
7

que puedo simplificar todavia dividiendo los 2 tér-
minos por 2, y tendré en definitiva la relacién de

£, 6 14
— q - == —
5 7 15
Proporcién

Se llama proporcion la expresion de la igualdad
de dos relaciones.

Ejemplo:
16 12 . ., . .
T =7 que se puede escribir también 16 4 2 °

12 7 3 y que se lee «dieciséis es 4 cuairo como doce
es 4 tres,» 6 «dieciséis cuartos son iguales 4 doce ter-
cios,» & «dieciséis sobre cuatro son iguales 4 doce
sobre tres.»

Estas dos relaciones son iguales, porque dan e}
mismeo cociente, y la expresién de su igualdad es una
proporeidn. |

Se puede expresar también la igualdad de dos re~
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laciones aritméticas. En ese caso nos hallamos ante,
no de un equi-cocienite, sino de una equi~diferencia O
de una proporcion aritmetica.

Ejemplo, 10 — 4 = 9 — 3, que se puede escribir
igualmente 10 - 4 9 - 3, y que se lee «diez menos
cuatro es igual 4 nueve menos tres,» O «diez es &
cuatro como nueve e€s i tres,»

Estas dos relaciones aritméticas son iguales, por-
que dan la misma resta, y la expresion de su igualdad
es una proporcion aritmética.

Si se consideran los 4 términos 10, 4, 9y 3, el pri-
mer término de cada relacidén se llama anfecedente vy
el segundo término de cada relacidn consiguiente.
Asi 10 y 9 son los antecedentes; 4 y 3, los consi-
guientes; ¢ de otro modo, se llaman antecadentes el
primer y el tercer términos de una proporcién, y
consiguientes, el segundo y cuarto términos.

Se llaman extremos el primero y el cuarto térmi-
nos de una proporcidn, es decir, los que ocupan el
primero y el altimo lugar; se llaman medios el se-
gundo y el tercer términos, es decir, los dos términos
comprendidos entre el primero y el dltimo. Asi 10y 3
son los dos extremos; 4 y 9, los medios.

Del mismo modo, en la proporcidén geométrica 16 °
+7:12 13,16 y 12 son los antecedentes; 4 y 3, los
consiguientes; 16 y 3, los extremos; y 12 y 4, los me-
dios.

En una proporcion aritmética, la suma de los ex-
tremos es igual 4 la suma de los medios.

En efecto, sea la proporcién aritmética 10 - 4 °
9 - 3, anadamos 1 4 los 2 términos de la segunda re—
lacién aritmética, lo que no cambiari su valor; ten—
dremos *

(O +1)—(34+1)010 - 4:9 -3
13



En una proporcidén geométrica (que lHamaremos
también simplemente «proporcién») el producto de
los extremos es igual al producto de los medios. .

En efecto, sea la proporcidn 16 4 ;7 12 7 3; re-

| ) 16 12 X
duzcamos las dos relaciones RArY al mismo deno-
minador, y tendremos
16 X 3 12 X 4 | 48 48
1X3  3x4 12 12

Ahora bien, reduciendo al mismo denominador, no
“hemos cambiadc el valor de las relaciones; hemos
hecho el producto de los extremos 16 y 3, lo mismo
que el producto de los medios 4 y 12, v hemos ha-
llado estos productos (48) iguales.

Esa propiedad de las proporciones es fundamental.
Tiene, como veremos después, una consecuencia en
extremo importante, & saber: que conociendo tres

términos de una propOfciéﬂ, se’ puede hallar el
cuarto. ' - |

Tiene también esta consecuencia: que en una pro-
porCi(Sn se puede invertir el orden de los extremos,
6 el orden de 16s medios, asi como se pueden poner
los medios en el lugar de los extremos y reciproca-
mente (el producto de los extremos y el de los medios
no siendo modificado por esos cambios de lugar).

Se lama - cuarta proporcional & tres nameros el
cuarto término de una proporcidn cuyos tres nume-—
ros son los tres primeros términos. Se ve, segun lo
que hemos dicho anteriormente, que se puede siem-
pre hacer pasar un término cualquiera al. cuarto
lugar.

Se liaman pgroporciones continuas unas proporcio-
nes en las cuales los dos medios son iguales. Uno de
estos dos medios iguales es lamado medio propor—
cional & tercera proporcional.

p

.
12

Ci(
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FEjemplos:

10 -7 27 - 4

32 :18°:°8 .2
En estas proporciones los medios proporcionales
7 para 1a,primera roporcion y 8 para la se-
gunda, o |

sS01n

Si se trata de la proporcién aritmética, la tercera
proporcional & mediana proporcional aritmética es
también llamada medio diferencial, y observamos que
en ese caso ese medio diferencial es igual 4 la semi-
suma de los dos extremos.

Asi, en la proporcion 10 - 7
porcional es 7 == i—q-«;:ww .

Resulta de lo que precede, que, en una propor-
cidén aritmética, se puede -calcular la cuarta pro-
porcional desconocida, rebajando de la suma de los
medios, el extremo conocido, y que, en una propor-
cién aritmética continua, se puede calcular la tercera
proporcional desconocida, tomando la mitad de la
suma de los medios conocidos.

Ejemplos:

-

i - 4, el medio pro-

<
-

Sea 10 - 4 | 9 - x, siendo x un namero descono-
cido, Haremos a suma dé 4 4- 9 = 13, y, rebajando
10 de esta suma, teadremos la cuarta proporcional
aritmética 3 buscada.

Seal0 - x> x - 4, siendo x un nimerao descono-
cido, haremos la suma de los éxtremos 10 -} 4 = 14,
y la mitad de esta suma, 7, nos dard la tercera pro-

porcional aritmética buscada.

Si se trata de proporciones geomeétricas; nos sera
igualmente facil de calcular, sea una cuarta propor-
cional, sea una tercera proporcional desconocidas.

Iin efecto, sabiendo que el producto de los extre-



mos es igual al producto de los medios, bastara para
calcular la cuarta proporcional (extremo descono-
cido) dividir el producto de los medios (:(“_0(:1d05 por
el extremo conocido. _

Sea la proporcion 16 | 4 [ 12 | x, siendo x un
nGmero desconocido, haremos el producto de los me-
dios 4 y 12 v tendremos 4 X 12 == 48, y dividiremos
este producto por el extremo conocido 16, lo que nos
dara el valor de x = 3.

16 12

En efecto, en la proporcion T = s¢ que el
producto de los extremos es igual al producto de los
medios, tengo pues

16 X x =4 X 12616 X x =48

Si 16 veces x == 48, una vez x valdrid 16 veces
., 48 _
menos o T 4 3, de donde x = 3.

Si se trata de una proporcion geométrica continua,
se puede calcular 1a tercera proporcional descono-
cida, tomando la raiz cuadrada del producto de los
dos extremos conocidos.

Sea la proporcién 32 [ x 20 x 2, siendo x un ad-
mero desconocido, haremos el producto de 32 X 2
= 64 y tomaremos la raiz cuadrada de este producto,
es decir, la raiz cuadrada de 64 que es 8 y que es la
tercera proporcional buscada.

En efecto, cnla proporcién 32 | x |, x [ 2, siendo
el producto de los extremos 1gua} al producto de los
mediocs, se itene

32 XR2=x X x, 664 = x?
Se sigue de ahi que, siendo 64 el cuadrado de x la
raiz cvadrada del cuadrado de x {$ x) serd igual 4
la raiz cuadrada de 684.

Jd = g/“é:i — 5

s1
C
e
C:

Fa R = 2 ¢ ) D s

w1 B AN



Observacion. — En las proporciones continuas,
siendo los dos medios iguales, podemos contentarnos
con escribirlos una vez. En este casc se hacen pre-
ceder las proporciones del signo I sison aritméti-

-

cas, y del signo == si son geomeétricas.
Eiemplo. Las dos proporciones .
4.7 0710
2 188 32
pueden escribirse
| 4.7 .10

En este caso se leeran estas dos proporciones

como sigue: |

Como cuatro es 4 siete, es a diez. |

Como-dos es 4 ocho, es 4 treinta y dos.

Otra observacion.—En las proporciones anterio—
res, 7 v 8 son respectivamente terceras proporciona-
les 6 medias proporcionales aritmética y geométrica
de los ndmeros 4 y 10, 2 y 32. Se pueden generali-
zar las reglas que hemos dado para buscar las terce-
ras proporcionales, y, en lugar de decir

La tercera proporcional se calcula en una propor—
cién aritmética continua, tomando la mitad de la
suma de los extremos; y en una proporcidén geomeé—
trica continua, tomando la raiz cuadrada del producto
de los dos extremos.

Puede decirse:

I.a media proporcional aritmética entre Cos nliime-
ros es igual 4 la semi-suma de esos ntimeros; la media
proporcional entre dos nimeros es igual & la raiz
cuadrada de su producto.

Sucesion de relaciones iguales

I£n lugar de considerar una proporcidn, es decir,



dos relaciones iguales, se puede ser conducido 4 con-
siderar una sucesion de relaciones iguales, por ejem-
3 6 9 18
plo, - = — = — = —,
2 4 6 12 -
En una sucesion de relaciones iguales, la suma de
un numero cualquiera de antecedentes (numeradores)
es 4 la suma de sus consiguientes (denominadores)
como el antecedente de una de las relaciones es 2 su
consiguiente.

etc., etc.

Sean las relaciones iguales anteriores, digo que,
por ejemplo, |

64+9+18 . 6

1612 4
En efecto, sabemos que no se cambia el valor de
una fraccion ¢ de una relacion multiplicande sus dos
términos por un mismo ndmero, v, si consideramos

- o 3 .3 3
las fracciones. o —
3 3 X3 3 3 -1 3
tendremos — =— ’( _ + 3+
- 2 2 X 3 24+ 2+2

o _ o 6 9 18
f.uego, si considero las fracciones —

puedo volver todas 4 su mas simple expresion — y
o 6 343 9 34343
escribir —— == _——L—T , — == T L ;
4 242 6 2 L2 L2
18 3433434+ 3+3
= _g— 5 _fu > _f— 3 LA y puedo entonces
2 2tatr2Lfafade

, . 6+ 9 - 18
darme cuenta facilmente de que N i -

446 4 12
reemplazando simplemente 6, ¢ y 18 por 2 veces 3,
3 veces 3, 6 veces 3, y reemplazando 4, 6 v 12 por 2
veces 2, 3 veces 2 y 6 veces 2.

3

L.as sucesiones de relaciones iguales, lo mismo que




las proporciones, tienen ademas otras propiedades,
«ue pueden ser objeto de un estudio detallado.

Progresiones

Hemos visto que, siendo todos los medios iguales
en una proporcién continua, podemos contentarnos
con escribirlos una sola vez, v que, por ejemplo,

1.7 T 710
2.8..8.32

pueden escribirse |
' ~4.7.10
°e 2 L 8 L 32
Se observara que, en la proporcién aritmética con-
tinua — 4 . 7 .10, la diferencia entre los términos

consecutivos es la misma., En efecto, 7 —3 =4y

10 ~—7 == 4. Se observara que en la proporcion geo-

métrica continua — 2 8 © 32, el cociente de los tér-
: , . . 8

minos. consecutivos es el mismo. En efecto, — == 1y

- Py

ot

o,

Si se supone una serie de relaciones iguales si-
gui¢ndose en proporciones continuas, es decir, una
sucesién de ndmeros cada uno de los cuales es mediana
proporcional entre el precedeate y el siguiente, esta
sucesion de numeros se llamard una progresion.

Se ve inmediatamente que pudiendo ser considera-
das las progresiones como una sucesidon de relaciones
iguales; estas relaciones pueden ser aritméticas 6
geométricas, y, por consiguiente, las progresiones
pueden ser también aritméticas 6 geométricas.

En consecuencia, se llama progresion por diferen-
cia G progresion por aritmetica, una sucesion de tér-
minos, cada uno de los cuales excede al precedente 6
es excedido por ¢l un mismo nidmero Hamado &7 feres-
cra O rason.
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- Se llama progresicn por cociente O progresion
geometrica una sucesion de términos cada uno de los
cuales contiene el precedente, & esti en ¢! contenido,
un mismo numero de veces, cuyo namero de veces, es
Wamado coclente 6 razdn. Ejemplos:

2.4.6. 8 .10 progresion aritmética.

2 .4.8;16 32 progresiéon geométrica.
stas dos progresiones, la una aritmética y la ¢tra
~ geométrica, tienen por razén 2. En efecto, en la pri-

olesle

mera tenemos 4 — 2 = 2, 6 — 4 = 2, etc., y enla
segunda 4 ;] 2 =2, 8 | 4 = 2, ctc.

Una progresion se llama creciente si sus términos
van aumentando; se llama decreciente si sus térmi-
nos van disminuyendo.

Ast las progresiones |
| 2 .4.6.8.10
| 10.8.6.4. 2
son, la primera, una progresion avitmeltica creciente;
la segunda, una progresion aritmetica decreciente.

Las progresiones

= 2
— 32

- ®

4 °8°16° 32
| 16 °8° 4 ° 2
son, la primera, una progresion geométrica creciente,
la segunda, una progresion geometrica decreciente.

-
-
[.]

Basta examinar unas progresiones aritméticas 6
geométricas para darse cuenta de que pueden ser
consideradas como una sucesién de relaciones iguales.

En efecto, las progresiones |

- 10.8 .6

-

L] l:i'
— 32 16787472

=
~
-

L

que se leen
como 10 es 4 8, es 4 6, es a 4, etc.
como 32 es &4 16, es 4 8, es 4 4, etc.
pueden leerse

i0esa 8 como 8§ es
fc’\L

6, como 6 es &
32 es &

16 como 16 es 4 8, como 8 es {
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v podran escribirse
10 — 8 =8 — 6 = 6 — 4, efc.

16 8 4 |

Puede, pues, decirse, que cada término de una

progresion es a la vez antecedente y consiguiente,

excepto el primer término, que es sélo antecedente,
y el dltimo, que es sdlo consiguiente.

Propiedades de las pmgresiones

Indicaremos aqui las principales.

1.°  En una progresion aritmetica creciente ¢ de—
creciente, un termino cualquiera es igual al primero
mas ¢ menos tanias veces la razon que hay de termi-
1208 antes del termino considerado.

En una progresion geométrica creciente o decie-
ciente, un ltermino cualquiera es igual al primero
multiplicado ¢ dividido por la vazodn elevada a wuna
polencia indicada por el nimero de los tevininos que
preceden al término considerado.

En efecto, en una progresién aritmética creciente
6 decreciente, siendo cada término maycr & menor
que el precedente de una vez la razén, un término
cualquiera es igual al primero mas 6 menos tantas ve-
ces la razon que hay de términos antes que él.

Asi en las progresiones
2 .4.6.8.10
10.8.6.4. 2
el término 10 = el primer términc 2 4 4 veces.la

cjee|s

razon 2;
cl término 2 == el primer término 10 — 4 veces la ra-
zén 2.
En ana progresién geométrica éreciente G decre—
ciente, siendo cada términe igual al precedente mul-
tiplicade ¢ dividide por la razén; un término cual-
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quiers es igual al primero multiplicado ¢ dividido por
tantas veces la razon que hay de términos antes del
término considerado, (es decir, muitiplicado ¢ divi-
dido por la razén elevado 4 una potencia indicada por
el nimero de los términos que preceden 2l término
considerado).
Asi en las progresiones
2 9 0t 4 8
2 32016 8 4
el término 32 == el primer término 2 X la razén 2 4
la 4.” potencia;

- -
- - »
- L -
L ] ]

el término 2 — el primer términr 32 : larazén2 4la
4.* potencia.

2. Se halla lo razin de una progresion aritime-
tica, dividiendo la diferencia de los extremos por el
nimero de los terminos menos wurno.

Se halla la razon de una progresion geoméirica,
dividiendo el extremo mayor por el menor y extra-
yendo del cociente una raiz de un grado igual al ni-
mero de los teyminos menos uno.

En efecto, en una progresién aritmética, en cense-
cuencia de lo que hemos demostrado, el término mas
elevado es igual al mas bajo més tantas veces la razén
que hay de términos menos uno. Si, pues, del término
mas elevado, rebajamos el mas bajo, ncs quedard una
diferencia que representari tantas veces la razén que
hay de términos menos uno; y si dividimos esta dife-
rencia por el ndmero de términos menos uno, tendre-
mos$ la razén.

Asi en la progresién 22, 4,6 .8 .10 la razén

8, diferencia entre los extremos 10 y 2

&

4, ntmero de los términos menos uno
Hn una progresidn geométrica, en consecuencia de
o que hemos demostrado, el término mas elevado es




igual al més bajo multiplicado por la razén elevada a
una potencia indicada por el nimero de 1os términos
menos uno. Si, pues, dividimos el término mas ele-
vado por el mas bajo, tendremos un cociente que re-
presentara- una potencia de la razdn indicada por el
nimerc de.términos menos 1; y si rebajamos de ese
cociente una raiz de un grado igual al nimero- de
términos menos uno, tendremos la raiz.

3. Se demuestra igualmente que:

Se kalla la suma de los terminos de una progre-
Sion aritmetica, multiplicando la semi-suma de los
extremos por el numero de los terminos.

Se halla la suma de los tevminos de una progresion
geometrica, rebajando el tevmino menoy del producto
del término mayor por la raszén v dividiendo el resto
por la razon menos uno.

4.° Se puede también aprender 4 kallar el ni-
mero de los terminos de una progresion, conociendo
los extremos y la razom.

5. Y se puede demostrar que es posible insertar
entre dos terminos dados un nimero cualguiera de
terminos medios.

Hablando de las progresiones, hemos querido se-
fialar solamente aqui algunas de las propiedades que
permitiran darse cuenta de las ventajzs cue pueden
sacarse de este estudio para la simplificacién de los
calculos. |

Antes de decir algunas palabras de los logaritmos,
conviene recordar brevemente la sucesién de las
combinaciones que 4 ellos conducen.

Ante todo hemos comparado una unidad 4 la plu—
ralided de que forma parte. £l resultado de esta



comparacion (relacién) es un nimero, v esto nos ha
conducido 4 dar nombres 4 los nimeros.

in seguida hemos comparado los nimeros entre
si, v el resultado de esta comparacién nos ha condu-
cido 4 la idea de relacidn por diferencia (relacidn
aritmetica) y de relacion por cociente (relacion geo-
metrica).

A continuacidén hemos comparado las relaciones
entre si y hemos sido conducidos 4 estudiar el con-
junto de dos relaciones iguales {proporcion); y si-
guiendo la naturaleza de las relaciones, nos hemos
hallado ante proporciones aritmeticas v proporcio-
r2es geomelricas.

Por Gltimo, hemos comparado una proporcion arit-
mética con otra proporci6n aritmética v una propor-
cién geométrica con otra proporcidén geométrica v
hemos llegado al estudio de las sucesiones de pro-
porciones O progresiones; nos hemos hallado ante
progresiones aritméticas v progresiones geometri-
cas. "

Vamos ahora & comparar las progresiones aritmé—
ticas con las progresiones geométricas, v llegamos
al estudio de los Jogaritmos.

Lngaritmes

Se lHama logaritmo (del griego Locos—d.scurso v
ARITHMOS==7nz2zme7°0) un término Ce una progresion
aritmética correspondiente a4 un término de una pro-
gresidon geométrica, de los cuales los otros términos
corresponden respectivamente, término 4 término, 4
los otros términos de la progresiones geométricas.

Asi en las progresiones

= 2.4,6.8 .10.12

we oy e ¢ e LI I O I WS ST
2° 47871632 84
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2 es ¢l logaritmo de 2, 6 es el logaritmo de 8, 10 es
el logaritmo de 32, etc.

Esto indica que un nimero puede tener una canti-
dad indefinida de logaritmos diferentes; porque si se
le considera como formando parte de una progresidn
geométrica, siempre puede hacerse corresponder una
cantidad indefinida de progresiones aritméticas 4 esta
progresién geométrica; del mismo modo que se puede
hacer corresponder & una progresién aritmética dada
una cantidad indefinida de progresiones geométricas.

Napier, en 1614, sefiald las propiedades de los lo-
garitmos, v nos sera facil comprender su importancia
si nos damos cuenta que 4 las adiciones y sustraccio-
nes de las progresiones aritméricas corresponden las
multiplicaciones y divisiones de las progresicnes geo-
métricas, v que & las multiplicaciones y divisiones d€
las progresiones aritméticas corresponden las eleva-
ciones a las potencias vy las extracciones de raices de
las progresiones geométricas.

Sean, por ejemplo, las progresiones

2 2.4.6.8 .10.12
22240816 32 7 64

Veo que
en la progresién aritmética 2 - 4 === 6;
en la progresién geométrica 2 X 4 = 8;

v que 6 es el logaritmo de 8.

Esta sencilla observacién permite reemplazar en
los calculos las multiplicaciones y las aivisiones por
adiciones y sustracciones, v reemplazar las elevacio-
nes 4 potencias y las extracciones de raices por mul-
tiplicaciones y divisiones.

Ejemplos:

Sea multiplicar 4 por 8 por medio de las dos pro-
gresicnes anteriores.

Adicicno los logaritmos de ¢ y de 8, v tengo
o L
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4+ 6 = 105 miro cual es ¢l ndmero del cual 10 es
el logaritmo, ¢, dicho de otro modo, 4 qué nimero de
la progresién gceoméirica corresponde 10, veo que
este ntimero es 32 y concluyo 4 X 8 — 32,

Sea dividir 32 por 4: haré la operacidn inversa, 4
saber: tomaré los logaritmos de 32 y de 4, que son
respectivamente 10 y 4, rebajaré 4 de 10, lo que me
darid 6; leeré en frente de 6 la cifra 8; y concluiré
32 4 — 8, |

Se puede demostrar y verificar experimentalmente
la exactitud de las reglas siguientes:

Pare multiplicar por medio de los logaritmos,
conviene sumar los logaritmos del multiplicando y
del mulltiplicador, v la suma obtenida representa el
logaritmo del producto. ‘

Pare dividir por medio de los logaritmss, conviene
restar el logaritmo del divisor del drvidendo, v la
resta obtenida representa el logaritmo del cociente.

Para hallar una potencia de un numero por medio
de logaritmos, conviene multiplicar el logaritmo del
nimero por el grade de la polencia a que se guiere
elevar el nimero, y el producto oblenido vepresenta el
logaritmo del niumero elevado @ la potencia duscada.

Para hallar una raiz de un numero por medio de
los logaritmos, conviene dividir el logaritmo de este
numero por el grado de la raiz que se quiere extraer,
y el cociente obtenido represenita el logaritmo de la
raiz buscada. .

Observemos de paso que pudiendo ser considerada
una fraccién como la indicacién de una divisidon que
ha de efectuarse, podemos, en vista de lo que pre-
cede, encontrar el logaritmo de una fraccidn.

Para enconirar el logaritmo de wuna fraccion,
conviene rebajar el logaritmo det denominador def
logariimo del nitmerador.
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Tablas de logaritmos

Hemos visto que se puede hacer corresponder una
cantidad indefinida de progresiones aritmeéticas y
geométricas entre si. Sin embarge, en las tablas
- habitualmente usadas, las progresiones escogidas son
la progresion aritmética 2 0 . 1.2.3.4 . 5. etc.,
que representa la sucesidon de los nimeros en el sis-
tema de numeracidn decimal, y la progresion geomé-
trica == 1 7 10 2 100 2 1000 * 10000 © 100000 ® etc.,

que representa las potencias de 10. De esa manera se
tienen tablas de logaritmos de base decimal. Briggs,
en 1624, publicé la primera tabla construida 4 base
decimal. Desde esta época se han construido diferen-
tes tablas, cada vez mds completas y mas comodas.
Citaremos las tablas de Callet (1795), las de Lalande,
Marie, etc. Tarnier hizo en 1853 una teoria de los lo-
garitmos. '

Los servicios prestados por los logaritmos son in-
numerables, y entre ellos sefialaremos su emplec en
astronomia, que evitan considerables pérdidas de
tiempo, permiten suprimir afios de calculos pesados
y llegar rdpidamente 4 resultados correctos.

Si se comparan las dos progresiones
201 -2 -3 .4 .5 - ete.
217107100 7 1000 0 10090 T 100000 ° ete.
se ve que es indispensable insertar nimeros entre 1
y 10, entre 10 y 100, entre 100 y 1000, etc., v se
observa que todos los nimeros de 1 4 10 tendran
por logaritmo 0 mis una fraccién; que todos los nu-
meros entre 10 y 100 tendran por logaritmo 1 més
una fraccién; que todos los nimeros de 100 4 1000
tendran por logaritmo 2 méas una fraccidn; etc.; de
manera que un numero tendra por logaritmo una

i



— 208 —

parte entera y una parte fraccionaria. La parte en-
tera se llama caracteristica.

No entraremos aqui en el detalle de la construc~
cion de las tablas de logaritmos; indicaremos sola~
mente que podemos concebir ficilmente esta cons—
truccidn si recordamos que essiempre posibleinsertar .
entre dos términos de una progresién un ndamero
cualquiera de términos medios.

Senalemos, por ultimo, una definicién que se da
de los logaritmos y que resulta de la comparacién de
dos progresiones como estas

=01 -2 -3 + 4 ¢ D - etc.

= 1 * 10 * 100 T 1000 * 10000 * 1000600 * etc.

La primera de estas progresiones representa la

sucesion de los nimeros de la numeracidén decimal, y
la segunda representa potencias de 10; de manera
que los términos de la primera indican las poten-
cias de 10 de los términos correspondientes de la se-
gunda. Puede; pues, decirse

El logaritmo de un nimero dado es el exponeinte
de la potencia a la que-ha de elevarse cierto niero
invariable para producir el niumero dado.

Asi el logaritmo de 1000 es el exponente (3) de la
potencia 4 que ha de elevarse 10 (ndmero invariable)
para producir 1000,

El niamero jnvariable & razén de la progresion
geométrica es también llamado dase. En el caso que
nos ocupa, a base es 10. Sabemos que podria to-
marse cualquiera otra base.

Los logaritmos de los ntmeros pueden ser consi-
derados como los exponentes de las potencias 4 las
cuales ha de elevarse cierto numero invariable para
producir esos nameros; se puede, por consiguiente,
en el estudio de los logaritmos, considerar los ntme.
ros como otras tantas potencias diferentes de 10,
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Estas potencias estan calculadas con una aproxima-
cion mayor é menor. Ciertas tablas permiten 5, 6, 7
decimales 6 méas atn.

Sabemos que la cifra que precede 4 los decimales
y que se llama la caracteristica es facii de calcular,
pues es igual 4 la cantidad de las cifras del numero
menos uno. No hay, pues, inconveniente er suprimir
las caracteristicas en las tablas. Haciendo variar la
caracteristica se obtienen logaritmos de ndmeros 10,
100, 1000, 10000 veces etc. mayores & menores.

Sin entrar aqui en el detalle del mecanismo de las
tablas de logaritmos en uso, creemos, sin embargo,
interesante familiarizar los alumnos con el empleo de
los logaritmos. Al efecto damos & continuacion los
logaritmos de los ntmeros de 1410 con 5 decimales,
lo que permitird efectuar ejercicios del género de los
que indicaremos al fin de esta cuarta parte.

Logaritmos de los nmameros de 1 & 10

NGMEROS LOGARITMOS | NomErOS L.cegarITMOS
1 0 .00000 11 1.04139
2 ¢ .30103 12 1.07918
3 0.47712 13 1. 11304
4 0. 60206 14 1. 14613
5 0. 69897 15 1. 17609
& 0.77815 | 16 | 1 .20412
7 0. 84510 | 17 1. 23045
8 0. 90309 18 1. 25527
9 0.93424 | 19 1. 27895
10 1.00000 20 1.30103

14
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81 1.90849 91 1. 95904
82 1.91381 | 92 1.96379
83 1.91908 | 93 1. 98848
84 1.92428 | 94 1.97313
85 1.92942 95 1. 97172

86 1. 93450 96 1. 98227
87 1.93952 | 97 1. 98677
88 1. 94448 98 1.99123
89 1.94939 | 99 1, 99564
90 1. 95424 | 100 2 . 060000

Rsglas de tres

Hemos visto, cuando estudidbamos las proporcio-
nes, céomo es posible, conociendo tres términos, ha-
ilar el cuarto. Basta, 4 este efecto, cuando se trata de
proporciones geométricas, con dividir el producto
de los medios conaocidos por el extremo conocido.
Esta regla tan sencilla permite resolver todos los
problemas en que ha de tenerse en cuenta la propor-
cion de tres cantidades para determinar una cuarta
cantidad.

Por ejemplo, dada cieria cantidad de obreros, que
hacen clerfa cantidad de metros de trabajo en cierto
tiempo, puede preguntarse, dada ofra caniidad de
obreros, qué otra cantidad de metros de z‘raéajo se
hard en el mismo tiempo.

Se ve en este ejemplo que ha de tenerse en cuenta
la proporcién de tres cantidades (cierta cantidad de

obreros, cierta cantidad de metros. otra cantidad
de obreros) para determinar una cuarta cantidad (otra
cantidad de metrosj.

Se puede también, dada cieria confidad de obre-
ros, que hacen cieria cantidad de metros de trabajo,
en cierin canfided de horas, preguntar, dada ofia
cantidad de obreros, que trabajan durante ofra can-
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tidad de howras, que otra cantidad de metros de tra—
bajo se hara. +

Se ve en este nuevo ejemplo que si se ha re-
suelto previamente el problema precedente, es decir,
si se ha encontrado la otra cantidad de metros hecha
por otra cantidad de obreros en el mismo tiempo, se
hallard entonces en presencia de tres términos cono-
cidos y de un cuarto que ha de hallarse, 1o que se
estableceri diciendo: «Dada cierta cantidad de me-
tros de trabajo, hecha en cierta cantidad de horas,
por la otra cantidad de obreros, conviene buscar,
dada ofra cantidad de horas, qué otra cantided de
metyos harin esos mismos obreros.

Se llaman reglas de ires las que suministran el
medio de resolver unos problemas que se pueden
reducir 4 la averiguacién de una cuarta propor-
ctonal.

Se lama regla de tres simple la que permite re—
ducir un problema & la averiguacién del cuarto tér—
minc de una proporcidn, conociendo los otros tres y
cuando cada uno de los términos se compone de un
solo numero. Por ejemplo; una regla de tres se llama
simple cuando puede reducirse 4 una férmula de este
género 2 4 1.8 x,

Se llama regla de tres compuesta la que permite
reducir un problema 4 la averiguacién del cuarto tér-
mino de una proporcién, conociendo los otros tres v
cuando uno ¢ varios términos estan formados de va-
rios nimeros. Por ejemplo; una regla de tres se llama
compuesta cuando puede reducirse 4 una férmula de
este género 2 x 3 24 x5 %18 ° x.

Importa observar que las cantidades que figuran
en la proporcién han de ser dos 4 dos de la misma
especie, En el primer ejemplo que hemos dado he-
mos visto




cierta cantidad de obreros hacer cierta cantidad de
metros
otra cantidad de obdreros hacer otra cantidad de me—
ros
en el mismo tiempo.
En el segundo ejemplo hemos visto
en cierta cantidad de Aoras cierto nimero de melros
hechos
en otra cantidad de Zoras otro nimero de mef7os he-
chos '
por la misma cantidad de cbreros.
Cuando la cantidad buscada aumenta ¢ disminuye
4 medida que aumenta 6 disminuye la cantidad de
que depende, la regla de tres se llama dzrecta.
Cuando la cantidad buscada aumenta & medida que
disminuye la cantidad de que depende, 6 disminuye &
medida que aumenta la cantidad de que depende, la
regla de tres se llama tnversa 6 indirecta.

Regla de tres simple directa

Se ve por lo que precede que pcéemos llegar a
resolver gran numero de problemas, preguntiandonos
simplemente cuil es la relacién entre dos cantidades.
Una vez notada esta relacién, se sabe que las dos
cantidades dependen una de otra, y que st una llega
4 ser, por ejemplo, cierto numero de veces mayor,
la otra legard & ser ese mismo numerv de veces ma-
yor igualmente; lo que se expresa diciendo que las
dos cantidades varian en la misma relacion directa o
Serdn directamente proporcionales, ¢ lo que se ex-
presa todavia de una manera general diciendo que si
dos cantidades dependen directamente la una de la
otra, 4 toda variacién en cierto sentido del valor de



una de ellas corresponde una variacidn en ese mismo
sentido del valor de la otra.

Una regla de tres simple directa consiste en que,
dadas dos cantidades que tienen entre si cieria rela-
cion directa, y dado un segundo valor de una de las
cantidades, encontrar el segundo valor (desconocido}
corvespondiente de la otra. Por ejemplo; dada una
cantidad de 10 0bdre70s, que hacen una cantidad de 4
metros de trabajo en ciertas condiciones, si damos
otro valor 4 la eantidad de los obreros, si, por ejem-
plo, elevamos su valor, es decir, &4 20 0éreros, podre-
mos preguntarnos gue cantidad (desconocida) de
metros harin esos 20 obreros en las mismas condi-
ciones (la misma fuerza de cada obrero, el mismo
tiempo, etc.). |

Sabiendo que la cantidad de los metros es propor-
cional a la de los. obreros, concluiremos que si la
cantidad de los obreros cambia en cieria relacion,
la cantidad de los metros deber4 cambiar proporcio-
nalmente, lo que expresaremos

X metros 20 obreros

4 metros 10 obreros

v sabemos que x, cuarta proporcional, es igual al
producto de los medios 20 X 4, dividido por el ex-

. 20 X 4
tremo conocido 10; —-——% — 8 metros,

Podremos decir ademas «/La regla de tres divecta
consiste en que la incognita (segundo valor de wuna
de las cantidades) es igual al primer valor de esta
cantidad multiplicada por la relacicsn directa del se-
gundo valoy de la ofra cantidad al primer valor de
esta otra cantidad.




Reduccion 4 la unidad

Lo que precede puede demostrarse muy sencilla—
mente por el método llamado de reduccion a la uni-
dad. Este método consiste para resolver un pro-
blema, en buscar primeramente lo que llega 4 ser una
cantidad cuando otra es reducida a la unidad, antes
de tomar otro valor.

En el ejemplo que precede podremos raciocinar
como sigue:

10 obreros hacen. . . . . .4 metros
4 metros

10

o, ., 4+ metros X 20
20 obreros haran 20 veces mas, 6 5

1 obrero hara 10 veces menos, 6

Regla de tres simple inversa

Una regla de tres simple inversa consiste en, da-
das dos cantidades que tengan entre si cievia relacion
wiversa, ¥y dada un segundo valor de una de las can-
tidades, encontrar el segundo valor (desconocido) co-
rrespondiente del otro.

Por ejemplo, un andador hace cierto camino en
R0 etapas de & horas. ¢ Cudnitas etapas habria de ha-
cer sl no caminara mas que 2 Aoras por etapa’

Se ve en seguida que la cantidad de etapas au-
menta 4 medida que la cantidad de horas disminuye,
Sabiendo esto, concluiremos que si la cantidad de
horas cambia ez cierfa relacion, 'a co.ntidad de las
etapas habra de cambiar en una relacion inverse, de
modo, que en lugar de escribir

2.% valor (desconocido)

. 2.° wvalor de las horas
Gae las etapas

T valor de las etapas i.er valor de las horas

oeed
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2.° valor (desconocido)

1.er valor de las horas
‘de las etapas

1.ef valor de las etapas  2.° valor de las horas
(’) .
x etapas 4 horas

| 20 etapas 2 horas
y sabemos que la cuarta proporcional es igual al
producto de los medios 20 X 4, dividida por el

20 X 4 -

extremo conocido 2; = 40 etapas,

Podremos decir todavia «ZLa regla de tres simple
inversa consiste en que la incognita (segundo valor
de una de las cantidades) es igual al primer valor de
esta cantidad multiplicada por la relacion inversa
del segundo valor de la otra cantidad al primer valor
de esta otra cantidad, es decir, por la rzlacion del
primer valor de la otra cantidad al segundo valor de
esta otra canfidad.

Para resolver el problema anterior por el método
de reduccién 4 la unidad, se raciocinard como sigue:
Si para recorrer cierto camino por

etapas de 4 horas cada una se ne-

cesitan. . . . . . . . . . 20 etapas
por etapas de 1 hora cada una habrda
4 veces mas etapas 6. . ., . . 20 etapas X 4
y por etapas de 2 horas cada una ha-
brd 2 veces menos etapas 6. . . 20etapas X 4.
2

Regla de tres compuesta

Una regla de tres compuesta consiste en, dadas 3
0 mds cantidades que tengan entre si ciertas relacio~
nes directas o inversas, y dadas unos segundos valo-
res de todas esas cantidades excepto una, hallar el
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segundo valor (desconocido) corresﬁomfzém‘e de esta
itltima cantidad.

Hemos visto en un parrafo anterior, que para re-
solver problemas de ese género conviene variar las
cantidades sucesivamente.

Por ejemplo, dada una cantidad de 4 mefros de
trabajo, hecha por una cantidad de 10 odreros en
9 koras en ciertas condiciones, podremos preguntar-
nos gque cantidad (desconocida) de horas habran de
trabajar 20 obreros para hacer 6 mefros en las mis-
mas condiciones.

Primeramente haremos variar, por ejemplo la can-
tidad de metros, quedando la misma la cantidad de
obreros, y diremos

1 metros se han hecho por 10 obreros en 9 horas

1 metro se hard por 10 obreros

. . 9h
en 4 veces menos tiempo O en
6 mefros se haran por 10 obre-
ros en 6 veces mas tiempo
. 9h x 6
Gen. . . . . . . L L. —
4 .

y diremos en seguida, haciendo variar la cantidad de

obreros
9h X 6
610 se hacen por 10 obreros en —————?———

6T se hacen por 1 obrero en
9h 86 X 10
4

10 veces mas tiempo 6 en.

610 se haran por 20 ¢breros en
9h X 6 X 10
4 X 20
Como se ve, la regla de tres compuesta puede re—
ducirse & dos 6 mas reglas de tres simples sucesivas,
v diremos: «ZLa regla de lres compuesta consiste en

20 veces menos tiemps 6 en
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que la incegnila ( Sé’gﬁdﬂd&‘"ﬂdl@?’ de una de las canti—
dades cuando hay mas de dos) es ipual al primer va-
lov de esta cantidad mulliplicada por las relaciones
dirvectas de los dos valores correspondientes de las
cantidades directamente proporcionales, y multipli-
- cada por las relaciones inversas de los dos valores
corrvespondientes de las cantidades inversamente pro-
porcionaless.

En el ejemplo que hemos escogido, la incédgnita,
sepgundo valor (que Se ha de hallar) de horas de
trabajo, es igual al primer valor (91) de esta canti-
dad, multiplicada por la relacién directa de los dos
valores correspondientes de las cantidade: directa—
6 metros (2.° valor de los m.)

mente proporcionales
PToP 4 metros (1.7 valor de los m.)

"y multiplicada por la relacién inversa de ios dos va~
lores correspondientes de las cantidades inversamente
20 obreros (2.° valor de obreros)

roporcionales .
prop - 10 obreros (1.€r valor de obreros).

Para evitar todo error, conviene recordar que, en
el establecimiento de las relaciones directas, los pri—-
meros valoves han de figurar siempre como dernomi-
nadores y los segundos valores como numeradores,
y de esta manera podremos enunciar el razonamiento
anterior como sigue: |

El segundo valor de las horas (incdgnita buscada)
es igual al primer valor de las horas, multiplicado
por la relacion divecta del segundo va'sr de los me—
tros con el primer valoy de los meiros, siendo esas
cantidades directamente proporcionales 4 las de las
horas, puesto que el nimero de las horas de trabajo
aumenta cuando aumenta el nimerc de los metros
que se han de hacer; y multiplicada por la zelecion
inversa del segundo valov de los obreros con el pri-
mer valor de los obreros {es decir, multiplicada por

g.
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la relacion del primer valor de los obreros con el se-
gundo valor de los obreros), siendo esas cantidades
inversamente proporcionales 4 las de las horas,
puesto que el nimero de las horas de trabajo dismi-
nuye cuando aumenta el namero de los obreros.

Vemos también por lo que precede, que los pro-
blemas de este género pueden resolverse siempre por
una continuacién de reducciones a la unidad, puesto
que la regla de tres compuesta puede reducirse
siempre 4 dos 6 mas reglas de tres simples sucesi-
vas, v todo lo que puede resolverse por una regla de
tres simple, puede ser reducido al método de reduc-
cién 2 la unidad.

Averiguacion de una cuarta proporcional, regla de
tres, reduccién 4 la unidad, son nombres diferentes
dados 4 formas diferentes de un mismo métcdo. Con-
viene comprender bien que todas esas formas diferen-
tes se refieren muy sencillamente 4 la nocidn de rela-
cidon por cociente (‘relacion geometrica) y 4 la nocién
de proporcién por cociente (proporcion geometrica),
que de ellas se deriva. Del mismo modo veremos que
otros problemas se refieren & la nocién de relacidon
por diferencia (#elacion aritmetica) y ala de pro—
porcidon por diferencia (proporcion aritmetica), que
de ellas se deriva. Estos problemas pueden resolverse
facilmente utilizando nuestros conocimientos sobre la
averiguacién de una cuarta proporcional aritmética,
que, como sabemos, es igual 4 la suma de los medios,
disminuida del extremo conocido, lo mismo que para
encontrar la cuarta proporcional geométrica, nos ha
sido preciso dividir el producto de ios medios por el
extremao conocido.
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La proporcionalidad, como todos los cenoci-
mientes, es un hecho experimental

Es importante observar que la proporcionalidad
directa 6 inversa (igualdad de dos relaciones) resulta
de la experiencia. Es un hecho que ha de hacerse
constar ¢ ha de comprobarse cuidadosamente antes
de entregarse A las operaciones de cilculo, que son
sus resultados. De no hacerlo asi, se corre el riesgo
de incurrir en errores procedentes de considerar
como iguales dos relaciones desigualess, 6 como di-
rectamente proporcionales dos relaciones que lo eran
a la inversa. Para reconocer si hay 6 no proporcio-
nalidad entre dos suertes de cosas y para reconocer
la naturaleza de una proporcién, es preciso estudiar
las relaciones existentes entre esas cosas. Unos cal-
culos exactos conducen 4 un resultado exacto 6 in-
exacto, segun que sus proporciones y su naturaleza
se hayan establecido de una manera exacta 6 in—
exacta, '

s

Particiones proporcionales

Gran cantidad de problemas pueden resolverse re-
duciéndolos directa ¢ inmediatamente 2 la averigua-
cion de una cuarta proporcional. Hay especialmente
los lamados de particion proporcional que se pueden
resolver también por el método de reduccién 4 la
unidad.

Sea, por ejemplo, repartir un ndmerc en partes
proporcicnales 4 numeros dados, 4 saber: 45 kilo-
gramos de harina para ser tramsportados proporcio-
nalmente 4 sus pesos respectivos por un hombre que
pesa 70 kilos, una jovencita que pesa 50 kilogramos

Lt

o T = D
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y un nilo que pesa 30 kilogramos, es decir, de ma-
nera que cada uno lleve tanto més cuanto mds pese,
y que las tres personas transporten los 45 kilogra-
mos. (Cuanto llevari cada una?

Razonando por el método de reduccidn 4 la unidad,
diremos.

Si en lugar de 3 personas de 70, 50 y 30 kilogra~
mos, se tratara de una sola que pesara 70 4~ 50 -4~ 30
kilogramoes, sea 150 kilogramos, llevaria por si sola
los 45 kilogramos. Si pesara 1 kilogramo llevaria,

45 . .
150 veces menos, 0 —— ; pesando 70 kilogramos,
- 43 X 70
levaria 70 veces mas, O e 21 k; pesando
)
13 9590 '
50 kilogramos, llevaria 1>_<0 = 15K; ypesando
1) )
- , 45 X 30 . .
30 kilogramos, llevaria T 9k; lo que equi-
Q
r . L] - — 7(} 5{)
vale 4 multiplicar sucesivamente 45 por —,
150 150
30 . . .
Y ~T55 Respuesta: El hombre llevard 21k, la jo-
<

vencita 15X y el nifio 9k,

Podemos, en consecuencia, enunciar la regla si-
guiente: Se reparvte un niicro en partes proporcio-
nales @ nimeros dados multiplicando respectivamente
el nimero que ha de repartirse por la relacion de
cada wuno de los numeros dados con lg suma de esos
sL1isneros.

Es facil de demostrar que las operaciones que pre-
ceden se reducen & la averiguacién de cuartas pro-
porcionales. En efecto, sabemos que en una sucesién
de relaciones iguales, la suma de los numeradores
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dividida por la suma de los denominadores da una
relacién igual & cada una de las relaciones dadas,
lo que puede expresarse por la siguiente propor-
cion:

Sams de los nomeradores de relaciones igoales Numerador de wna do ess refaciones

Y

Suma de los depominadoras de esas relaciones - Deneminadoz de esa relacifn
Si en esta proposicién suponemos desconocido el

denominador de la segunda relacién, nos sera facil
hallarle considerandolo como cuarta proporcional
desconocida.

En el ejemplo que hemos escogido, se trataba de
repartir 45 en partes proporcionales 4 70, 50 y 30.
Dicho de otro modo, se trataba de hallar 3 numeros
cuya suma sea igual 4 45, y iales, que la relacién de
70 con el primero sea igual 4 larelacién de 50 con el
segundo, la relacién de 30 con el tercero y la relacién
de la suma delos tres nimeros con 43, lo que se
puede expresar como sigue:

70 < 50 <+ 30 70 .50 30

45 ~ 1.* parte 2. parte Y parte
Considerando la proporcion

70 20 30 70 ' .
+ - + == 2 : , €sta primera parte
45 1.7 parte :

desconocida, cuarta proporcional, serd igual &

45 X 70 )
70 + 50 4+ 30 °
X
30

del mismo modo la segunda serd

45 X 30
70 <4 50 430

igual a v la tercera &

43 50
0 50+ 30

Observacion.—Puede haber de partirse un no-
mero en partes proporcionales 4 enteros, fracciones
4 ntimeros fraccionarios. !in este caso bastarid con-

o

vertir las fracciones y los nameros fraccionarios {lc
mismo gue 108 enteros si estan acompafiados de frac-




ciones 0 de ntmeros fraccionarios) en fracciones que
tengan el mismo denominador, haciendo después la
reparticién proporcionalmente 4 los numeradores.
£n efecto, las fracciones que tienen un mismo deno-
minador son proporcionales 4 sus numeradores, pues-
to que su relacién no cambia cuando se les multiplica
por su denominador, operacion que hace desaparecer
esos denominadores.

Particiones proporcionales simples y com-
puestas | |

Asf como hay la regla de tres simple y la regla de
tres compuesta, -hay la particién proporcional simple
y la particién proporcional compuesta. Esta ultima
difiere del precedente en que los nimeros proporcio-
nales estan compuestos de varios factores.

Reglas de sociedad

Ea una sociedad razonable, el calculo, tal como lo
hemos explicado, se utilizara en vista del mejor em—
pleo posible de sus energias y de las energias am-
bieates en provecho de la especie humana. En la
sociedad actual, una concepcidn errdnea impone 2 los
hombres un despilfarro absurdo de sus energias y de
las energias ambientes, en gran detrimento de su es-
pecie. A consecuencia de esa concepcidn errénea,
los libros de enseflanza estan llenos de ejemplos
tomados de practicas detesiables, gue han de evi-
tarse. En lugar de enseiiar 2 los nifios que parti-
ciones proporcionales deberian hacerse entre perso-
nas razonables, que comprenden los importantes
problemas de circulacién de 1a substancia entre los
hombres, se les ensefia los métodos de circulacién



de dinero y de explotacién de los hombres entre
si. Por eso las aritméticas suelen contener un capi-
tulo dedicado & las reglas de sociedad.

La regla de sociedad es sencillamente una aplica—
cidn especial de la particién proporcional; una ope-
racién por la que se reparte entre varios asociados
un beneficio 9 una pérdida comerciales. La particién
debe hacerse proporcionalmente & la imposicidn
y al tiempo, de tal manera, que si, por ejemplo, uno
de los asociados pone en la asociacién cuatro veces
mas dinero que otro, ha de recibir una parte cuatro
veces mayor en los beneficios 6 contribuir con una
parte cuatro veces mayor en las pérdidas. Del mismo
modo, el que participe en la asociacién durante un
tiempo tres veces mayor, ha de participar en una
proporcidn triple en los beneficios y en las pérdidas.

La regla de sociedad se llama simple cuando los
tiempos son iguales y las imposiciones diferentes, ¢
cuando las imposiciones son iguales y los tiempos di-
ferentes; se lama compuesta cuando las imposiciones
y los tiempos son diferentes.

Ejemplo de regla de sociedad simple: 3 capitalis—
tas han conseguido que muera de hambre un inven-
tor, prometiéndole siempre un apoyc que no le han
dado nunca. Después de su muerte se reunen para
explotar la invencidn, y aportan, el primero 7600
pesetas, el segundo 5000 pesetas y el tercero 3000
pesetas; al cabo de un afio ganan 4500 pesetas,
:Cudnto toca & cada uao? Claro es que se trata
sencillamente de repartir 4500 pesetas proporcio-
naimente a 7000 5000 y 3000.

Otro ejemplo de regla de sociedad simple: 3 indi-
viduos ponen en comin la misma suma para jugar
a las carreras. El primero participa en la sociedad
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durante 7 meses, el segundo 5 meses y el tercero 3
meses. Hay una pérdida de 450 pesetas. (Cuanto se
ha de descontar 4 cada uno? Claro es que se trata
sencillamente de repartir 450 proporcionalmente 4
7,0V 3. .

Ejemplo de regla de sociedad compuesta: 3 comer-
ciantes poren en comun, el primero 7000 pesetas
darante 12 =ziflos, el segundo 5000 pesetas durante 8
afios v el tercero 3000 pesetas durante 10 afos. Ga-
nan 45000 pesetas. ¢ Cudnto toca & cada uno? En este
ejemplo la parte del primero serd proporcional 4
7000 X 12, la del segundo & 5000 X 8 y la del
tercero 3000 X 10, lo que equivale 4 repartir
15000 proporcionalmente 4 7000 X 12; 5000 X Sy
3000 X 10.

De esta manera se ve que una regla de sociedad
compuesta se reduce & una regla de sociedad simple
multiplicando las imposiciones por los tiempos co-
rrespondientes,

Reglas de interés

Hemos visto en la Cuarta Parte que una sociedad de
individuos razonables se entenderan para trabajar
en comun para la circulacién de la substancia y para
su seleccidn en provecho de la especie humapa, y
esto en toda fraternidad y sin ninguna preocupacion
de dinero ni de cambio. Claro es que en tal sociedad,
sran nimero de problemas en que pierden su tiempo

fiae

b

[

uestros contemporaneos, nu tendran ya razon de ser,
v entre ellos pueden incluirse los que se refieren al
interés. En nuestra época, por el contrario, en que
los hombres luchan v se matan por cuestiones de di-
nero, estos problemas tienen gran importancia.

Se llama 7suferds de una suma el beneficic que

15
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reporta esta suma. Se llama caprZzal la suma que re-
porta un beneficio. Se llama »enfz el interés anual
de un capital. Se llama Zas2 el interés anual de un
capital de 100 pesetas.

Se llama inferes simple el interés de una suma
prestada cuando no varia mientras la duracién del
préstamo. Se llama inferes compuesto el interés de
una suma que se aumenta peridédicamente con el
interés que la misma produce. .

En los calculos de interés, se suponen por. como-
didad, que todos los meses son de 30 dias, y, por
consiguiente, los afios compuestos de 360 dias.

Es de notar que en una sociedad razoﬁable, habri
muchos problemas que se resolveran por las mismas
reglas que los problemas de interés: tales seran los
problemas razonables que sirven hoy de tipo'a los pro-
blemas de interés. Tomemos un ejemplo muy ‘senci-
llo. Es razonable establecer previsiones acerca de las
diferentes substancias consumibles, para ver cé6mo se
efectuari el trabajo necesario 4 la vida humana con
el minimum de esfuerzo. Sabiendo, por ejemplo, gue
en ciertas condiciones 100 kilogramos de grano pro-
ducen anualmente tantos kilogramos de granos, puede
preguntarse cuanto producirda aproximadamente una
cantidad dada de granos en un némero dado de afios,
consumiendo cada afio todos los granos, 4 excepcidn
de una cantidad igual 4 la cantidad inicial, y entonces
se estara ante un problema analogo 4 un problema de
interés simple. Se podia también preguntar cuinto
produciria aproximadamente una cantidad dada de
granos en un aumero dado de afios, aportando todos
los afics los granos necesarios para la siembra del
10 siguiente, y entonces se estard ante un problema
analogo 4 un problema de interés compuestc. Proble-

B
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mas semejantes pueden suponerse con motivo de la
cria de palomas, gallinas, conejos, etc., etc. A cada
categoria de problemas corresponden reglas especia-
les con dependencia de los datos especiales 4 cada
categoria. Estas reglas podran resumirse, por lo que
se denomina férmulas.

Foérmulas

Se lama {6rmula (del latin FormuLa, diminutivo
de FORMAa= forma) la representacién grafica abre-
viada de una regla. En las férmulas aritméticas, como
se trata de representar una serie de operaciones que
han de efectuarse, se usan signos convencionales habi-
tuales, y los niimeros variables son reemplazados por
letras. A continuacidén daremos las férmulas usadas
en la sociedad actual para resolver los problemas de
interés. Estas fdrmulas se determinan por medio de re-
glas de tres, que se pueden reducir siempre, como
hemos demostrado, al establecimiento de proporcio-
nes que conducen 4 la investigacidn de cuartas pro-
porcionales.

Interés simple

Estas reglas pueden reducirse 4 la regla de tres
compuesta. En efecto, si llamamos 4 al capital, 74 1a
tasa {interés de 100 pesetas durante un afio), # al
tiempo (numero de afios), 7 al interés del capital 4,
vodremos preguntarnos: ¢Cudl es el intereés 1 de un
capttal A, durante t aznos, a la tasa de i por 1007 vy
veremos en seguida que nos hallamos ante 8 can-

tidades que tienen entre si relaciones directas

/
5:;\ 100 pesetas aporian en 1 aio 1 peseta ); que ha-

cemas variar 2 de esas cantidades, que se convierten
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en A pesetas v t asios, y dados esos segundos valores
de las 2 primeras cantidades, se trata de hallar el se-
gundo valor, I, de la tercera cantidad, una peseta.
Racionando por el método de reduccién 4 la uni-
dad, diremos: 100 pesetas aportan en 1 afo z pesetas,

z

1 peseta aportard en 1 afio 100 veces menos 6 T

AX7

A pesctas aportaran en 1 afio 100 veces mas éW .

, " , AXIX?
A pesetas aportaran en 7 afios # veces mas o0
El interés I del capital A durante t afios, & la tasa
de i por 100, es pues igual (suprimiendo, por simpli—- ‘
ficacion como se acostumbra en las férmulas, el signo
,Aitl ) 1a £ a1 Alt
X)a Too 10 que se expresa por la férmula I = —-
Este ejemplo demuestra bien la utilidad de las for-
mulas. Para resolver ua problema de interés simple,
basta reemplazar en la fé6rmula las letras por las ci-

fras del dato. .

Un problema de interés simple no se presenta
siempre bajo la forma anterior. La incdgnita puede
ser, en efecto, el interés del capital, sino que puede ser
también el capital, la tasz 6 el tiempo. En estos-dife-
rentes casos se llega facilmente 4 establecer la {6r—
mula, sea por el método de reduccidn 4 la unidad
sea por el Algebra si se conoce, sea sencilla-
mente utilizando la definicién de ia divisién y las
propiedades de’las relaciones. Todo eso viene 4 ser
lo mismo. |

Si, por ejemplo, la incdgnita es el capital, v he de
resolver un problema de este género: s Cudl es el ca-
pital A, que, & la fase de i por 100, durante t ajios
aporta wn inferes 1P Para conocer el valor de 4,
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. , At -
puedo partir de la {érmula I = o0 Multipli-

cando los dos términos de esta igualdad por 100, no
cambiaré su valor, y tendré 100 /= A4 7 #; divi-
diendo los dos términos de esta nueva igualdad por

) ., , 100 7 ,
/ # no cambiaré su valor, y tendré — = A6
z
100 7, .,
A= — férmula que me permitira resolver el
A

problema anterior y todos aquellos analogos en que
la incOgnita es el capital.

Del mismo modo podré establecer la formula
100 /1
A4 ¢

mas de interés simple,.en los cuales la incdgnita es la

tasa, como, por ejemplo, el siguiente: ¢4 que fasa i

por 100 se ha colocado un capital A que en t aios

ha repartido un interes 1?

7= , que me permitird resolver los proble-

100 /7
A’
que me permitird resolver el problema de interés
simple, en los cuales la incognita. es el tiempo, como,
por ejemplo, el siguiente: ¢ Durante que nimero t de
arios se ha de colocar un capital A a la tasa de 1 por
100 para que aporte un interes 1?

Y podria ademads establecer la féormula £ =

Como se ve, por medio de las férmuias precedentes
nodremos calcular ficilmente, en todos los problemas
de interés simple, el interés del capital, el capital, la
tasa y el tiempo.. |

En general, la utilidad préactica de una f6érmula
consiste en evitar la necesidad de rehacer gran ni-
mero de veces un razonamienic reconocido como



justo, y, por tanto, suministrar un poderoso medio de
economizar energia. Sin embargo, es muy peligroso
emplear férmulas sin comprender bien su valor y sin
ser capaz, en un momento dado, de comprobarlas y
reconstituirlas. Por lo demés, demostraremos muy fa-
cilmente que las_formulas sociales actuales son falsas,
v que los hombres la aplican sin comprobarlas y tales
como les han sido transmitidas por las generaciones
anteriores, Cuando unas férmulas sociales justas sean
bien comprendidas y bien aplicadas, los problemas
denominados «de interés simple 6 compuesto del di~
nero», seran considerados por los hombres razona-
bles como movimientos inttiles, y, por consiguiente,
quedars libre una grandisima suma de energia hu-
mana utilizable en provecho de la humanidad.

Observacion.—Si, en lugar de calcular afios, se
calculasen dias, seria mas practico reemplazar, en
las férmulas, t por su valor en dias. Un afo comer-

C 1 :
cial tiene 360 dias, 1 dia.= 360 7 si se llama 7 el

n

360
A7t

nimero de dias, se tendrd # =

De ese modo, la formula 7 =

, en la cual se

trata de afios, se convierte, reemplazando ¢ por su

7 , Ain |
en una fOrmula 7 = ————comodo

equivalente
360006

cuando se trata de dias.

Interés compuesto

Sdlo diremos aqui algunas palabras acerca del in—
terés compuesto. Sabemos que se llama nferés com—
puesto el de una cantidad que aumenta periodica-
mente con el interés que la misma produce.




Se ve inmediatamente que es posible calcular las
modificaciones sucesivas del capital calculando pri-
meramente el interés del capital durante el primer
periodo; afiadiendo_esos intereses al capital, lo que
da la cifra del capital aparente al segundo periodo;
calculando en seguida los intereses de ese segundo
capital para afadirlos 4 ese segundo capital, y asi
sucesivamente.

Se determina habitualmente la f6rmula del interés
compuesto llamando 4 al capital colocado 4 intereses
compuestos, 7 la tasa para 1 peseta por afio (en lugar
de para 100 pesetas, lo que simplifica la féormula) y #»
¢l ndmero de afos. Se pregunta entonces lo que llega
& sey, @ intereses compuestos, un capital A durante
n anos, @ la tasa de v por 100, y se dice:

1 peseta aporta pasado un afio 7 pesetas
por comnsiguiente, un capital de

1 peseta llegara 4 ser al cabo

deunao. . . . . . . 147#
vy un capital de A4 pesetas, lle-

gard a ser al cabo de unafioc. 4 (1 +7)

Repitiendo ese razonamiento para un capital de
A (14 7) y para saber lo que llegard 4 ser este ca-
pital al cabo de un afio, se llegard & multiplicarle por
1+7rysetendra A1 +7) (14264042

Countinuando asi, se hard el cuadro de la transfor—
macion al capital inicial de interés compuesto al fin
de cada afio, y se tendra:

Capital inicial = A4

Capital al cabo de 1 anio = A (1 4 »)
Capital al cabo de 2 afios = 4 (1 + ) ®
Capital al cabo de 3 afios = 4 (1 + ») ®
Capital al cabo de 7z afios = 4 (1 + »)1

Il

Y aqui estamos delante de una progresiéon geomé-
trica.



Cuando se trata de transformar esta férmula del
interés compuesto v de adaptarle 4 los diferentes
calculos (averiguacidn del interés del capital, del ca-
pital, de la tasa, del tiempo) se llega &4 operaciones
complicadas, por ejemplo en ciertos casos 4 extrac—
ciones de raices para las cuales se impone el uso de
las tablas de logaritmos. Se ha llegado naturalmente
4 construir tablas de intereses. Todo eso ha Thecesi-
tado y necesita atin un trabajo considerable.

Considerando todo el trabajo & que dan lugar to-
dos esos calculos, puédese, demestrando por argu-
mentos cientificos muy cefiidos, la inutilidad del di-
nero en una sociedad razonable {véase Cuarta Parte),
comprender la locura de las generaciones actuales.
Cuando esas nociones hayan penetrado en los cere-
bros de los hombres, no podridn menos de efectuar
los movimientos 16gicos que han de producir y se or-
ganizaran logicamente.

Descuento

L.as definiciones que siguen demuestran claramente
que los problemas de descuento pueden reducirse &
problemas de inmterés, reduciéndose ellos mismos
4 reglas de tres, que se reducen 4 su vez a averigua-
ciones de cuatro proporcionales,

£n ia sociedad actual, cuando un comerciante comr-
pra mercancias, 6 pagae inmediatamente (a/ contadc),
o promete pagar en cierta fecha que se llama plazo. La
promesa escrita de pagar constituye el efecto de co-
mepcio, Il vendedor se encuentra entonces en pose-
sién, en lugar de dinero, de una promesa escrita de
payo ulterior. Si tiene necesidad de dinero, se dirige

0, a2l que entrega esa promesa a cambio
de la cantidad indicada, disminuida de sus tantc por

. -
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e¢s, pues, una retencién hecha 6 por hacer sobre un
nago electuade de antemano, y, para calcularle en
.. L Az¢
estas condiciones, basta aplicar la formula / = ——,
: 100

Ese es el descuento comercial ¢ hacia jfuera.

En ese caso el prestador se cobra inmediatamente el
interés de su dinero y beneficia naturalmente de ese
interés. En algunos paises, por el contrario, se usa
no cobrar, hasta que llega el plazo, el interés del
préstamo asi consentido. Entonces es el prestatario
quien beneficia el interés, y ese descuento se llama
descuento hacia dentro o vacional. La palabra racio-
nal es completamente impropia; porque no hay en
esas cuestiones nada de racional, sino que son abso-
lutamente arbitrarias v resultan de costumbres que
otras generaciones mas razonables consideraran se-
guramente como inadmisibles en una sociedad preo-
cupada del bienestar humano. Por lo demas, en la
sociedad actual todo el mundo sabe que las cuestio-
nes de dinero arrastran 4 los hombres, no hacia la
union, la concordia v la dulzura, sino hacia la des-
union, la discordia v la violencia. Hasta los mas pro-

ara resolver los problemas de descuento hacia

deatro, conviene preguntarse lo que llega & ser

un capitai, 4 cierta tasa, en cierto tiempo y, Ha-

mando e al descuento racional, se llega 4 la {6r-
At




Reglas de medianas

‘Hemos visto precedentemente que la media propor-
cional aritmética entre 2 nameros (4 tercera pro-
porcional aritmética) es igual 4 la semisuma de esos
numeros, y que la mediana proporcional geométrica
entre 2 numeros (6 tercera proporcional geomé-
trica) es igual 4 la raiz cuadrada de su producto.

A tcda regla corresponden siempre aplicaciones
précticas, puesto que una regla no es, en tltimo ani-
lisis, méas que el resultado de la experiencia sobre el
cual se ha razonado. Las reglas antes enunciadas tie-
nen muchas aplicaciones.

Si se consideran relaciones aritméticas, una canti-
dad puede ser mediana, no solamente entre otras dos,
sino eatre varias otras, pero entre varias otras y
puede decirse entonces que /la mediana entre 2, 3, 4
6 5 ¢ n numeros es el coclente de la suma de esos -
meros dividida por 2, 3,4 0 5 J n.

Ejemplo: la mediana entre los 4 ndmeros 10, 9, 1a

10 494+ 15 + 14 48
v 14, es 1gual 4 1 : — Z — 192,

»

Si, por ejemplo, durante 4 dias consecutivos la

temperatara de cierto lugar, 4 cierta hora, ha sido
10°% 9%, 15° 14° (centigrados), se dir4 que la mediana
de temperatura en ese lugar, durante esos 4 dias, 4
esa cierta hora ha sido de 12 grados centigrados.

En el ejemplo precedente se trata de 4 cantidades
(10, 9, 15, 14} de upa misma cualidad (temperatura).

|..m1

1.08 I)Y'ODL&T'B&S de medianas 10 s8¢ preaentan SI&II"[JI'Q

bajo esta formza. En efecto, puede darse el caso de
hallarse en presencia de una misma cuzlidad en dife-
Py

rentes cantidades; de una misma cantidad en dife-

e e . 1202 - A 355 N ‘,“ —~3
renies cuaiidades v oge giferentes cualidades en di-
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ferentes cantidades. Todos los precedentes son casos
de mezclas. Después veremos también que se puede
preguntar en qué proporcidén debe hacerse una mez-
cla.

En lo concerniente 4 la averiguacién de una me-
diana se puede, conforme 4 lo que hemos explicado
precedentemente , establecer la regla general si-
guiente. Se 0bfiene un término medio entre varias
cantidades multiplicando las cantidades por las cua-
lidades y dividiendo la suma de los productos por la
sSume de las cantidades.

En la sociedad actual la mayor parte de los pro-
blemas se presentan bajo la forma despdtica de di-
nero, en lugar de presentarse bajo la forma de pro-
duccidén y de comsumo razounable y fraternmal. Se
preguntard, por ejemplo, & cuanto cuesta por término
medio el kilogramo de harina si se tienen 8 kilos, de
los cuales 2 kilos han costado 09,30 el kilo, 3 kilos
0P,85 el kilo y 4 kilos (averiados) 0P,15 el kilo.

Aplicando la regla anterior, se diré:

2 kilos 4 0D 30 — 0D 60 1 | Kilogramo habra
3 » » 0P 35=0D05 f‘ costado por término

t o> » 0P,15 = 02,60 medio
— : 2P,25 _
g 23 55 /:' —--—9————“013,23

De ese modo un comerciante, sabiendo que 9 kilos
de harina le cuestan por término medio 4 0?25, po-
dra determinar & qué precio por kilogramo habri de
venderia para efectuar un beneficio. Si el precio

'e coste es demasiade elevado y no le permite vender
€N concurrencia con sus coiegas, recurrird & algtn

o iy em i I 1 Poam - L ‘s ! o ot
inevitablemente 2l e ugaﬁﬁ ¥V a ias quer eilas, Solo )
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concepto de comparnerismo puede conducir 4 la con-
fianza reciproca y & la paz entre los humanos.

La averiguacion de la _gﬁ?fopofcz'o'% en que ha de ha-
cevse una mezcla, conduce @ un problema de parti-
cion proporcional. 7

Por ejemplo, en nuestros dias se pregunta un co-

merciante en qué proporcion habra de mezclar dos
productos de diferentes precios para obtener una
mezcla de cierto precio intermediario. Sea, por ejem-
plo, unas ciruelas sanas 4 40 sueldos (1) el kilogramo,
y otras ciruelas averiadas 4 2 sueldos el kilogramo.
¢ En qué proporcidén habra de hacer ese comerciante
las mezclas para obtener una mezcla que le cueste 4
24 sueldos el kilogramo?
" Se ve inmediatamente que la diferencia entre el
precio de las ciruelas caras y el precio medio (24
sueldos) constituye una ganancia y que la dife-
‘rencia entre el precio medio y el precio de las
ciruelas averiadas, constituye una pérdida, y que se
trata sencillamente de establecer un equilibrio en-
tre la ganancia y la pérdida, haciendo una particién
inversamente proporcional 4 las diferencias entre los
precios de cada cualidad y el precio medio.

Determinemos estas diferencias. Tendremos :

Precio medio 24 — 2, precio de las ciruelas ave-
22.

Precio de las ciruelas sanas 40 — 24, precio me-
dic = 186.

Concluyo gue habra de repartir proporcionalmente

riadas —

#

422 v alsy, siendola @articién inversamente pro-

porcional, habri de poner 18 partes de ciruelas & 2
sueidos por 22 partes de ciruelas a 40.

m'i
W

s} 4las monedas




e

Haciendo la prueba, veo, en efecto, que si, por
ejemplo, esas partes son kilogramos

16 kilos de ciruelas & 2 sueldos = 32 sueldos

22 » de » 440 sueldos = 880 sueldos

912 sueldos

v que 38 kilos valen

. 912
1 kilo valdra TS O 24 sueldos.

i6
Observo que poérza s1mpl1ﬁcar esta relacmn de —

-

8

dividiendo los 2 términos por 2, lo que me da — T

. ., 16 |, 8
Fsta relacién de — 01 —
22 11

si quiero, por ejemplo, tener 114 kilos de ciruelas a

, una vez determinada,

24 sueldos mezclando ciruelas sanas de 40 sueldos y
ciruelas averiadas de 2 sueldos, me bastara repartir
114 proporcionalmente 4 8 y &4 11 y sé (véase particio-
nes proporcionales, pag. 220) que se reparte un naume-
ro en partes proporcionales 4 2 numeros dados, multi-
plicando respectivamente el niimero que se ha de re-
partir por la relacién de cada uno de los ndmeros
dados a la suma de esos numeros. Para repartir 114
proporcionalmente 4 8 y & 11, hara, pues, las dos
operaciones siguientes:
114 X 8 18 /‘J 114 X 11 A

19 y 19 |
Siendo la particién inversamente proporcional, y

]

resultando 8, después 48, de la diferencia 16 entre
el precio de las ciruelas de 40 sueldos v el precic me-
dig, mientras que 11, después 86 resuitan de la dife-
rencia 22 entre ¢! precio medio y el precio de las

frnelas de o 13 syl -

ciruelas de 2 sueidos, habré de tomas
i -ad 3 2 3 7 by, < 3 G cqvesl o
8 Kilos de ciruelas de 2 sueldos = 98 sueldos
gy » 10 orral Ao SeA0 o 14 o
3% * > » » U SULIGEE = o3y SUZIC0S
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Haciendo la prueba, veo, en efectc que 114 kilos
costando 2736 sueldos

5 Yard

= rd 6 r I :
1 kilo cuesta a i1 O a 24 sueldos.
i3

Aleaciones

Podriames multiplicar los ejemplos, y demostrar
que el conocimiento de la teoria de las relaciones y
proporciones por diferencia y por cociente, permite
resolver gran ndmero de problemas variados, y cuin
sensible es que este conocimiento sea utilizado en
la sociedad actual para la concurrencia en vez de ser
utilizado por el compafierismo; podriamos también
indicar cuintas aplicaciones interesadas de estas teo-
rias atraeran la atencién de individuos razonables.
Es facil darse cuenta de que los problemas gque
preocupan actualmente pueden dividirse en dos cate—
gorias: |

— Problemas relativos 4 la concurrencia entre los
humanos {que se suprimiridn en una sociedad razo-
nable);

— Problemas relativos al compafierismo entre los
humanos (que se multiplicardn en una sociedad ra-
zonable). |

Como se ve, el estudio de la aritmética puede con-
ducir, bien comprendidos los principios concurrencia
y compaherismo, & resolver todos los problemas de
que dependen los movimientos tGtiles vy razonables
paraz la humanidad, los muvimientos inttiles é irra—
cionales que deben ser suprimidos de las preocupa-
ciones humanas,

Tomemoes un tltimo ejemplo. Todas las aritméticas
contienen reglas para resolver los problemas «de

“
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hemos indicado para las mezclas. Se llama aleacion
un producto obtenido fundiendo juntos varios meta—
les. Cuando uno de los metales es el mercurio la
aleacién toma el nombre de amalgama. Se llama #i-
tulo 1a relacién entre la cantidad de cierto metal es—
cogido que entra ea una aleacién y el peso de'la
aleacién. Se dira, por ejemplo, que el titulo de una
medalla de oro es de 0,916, lo que significa que el
lingote {trozo procedente de la fundicién de metales,
del holandés INGIETEN = fundir, del participio IN—
GOTEN = jfundido) que se ha utilizado para fabricar
la medalla, contiene 0K 916 gramos de oro por kilo-
gramo de metal.

No insistiremos sobre lo que hemos dicho acerca
de las monedas y de la practica actual de los cambios.
Una de sus consecuencias es la ingerencia de la au—
toridad en la fabricacién de las monedas, como en
todo, habiendo en esto de notable que, los gobiernos
se reservan el monopolio de la fabricacién de mone-
das que han de aceptarse por un valor muy superior
al de la cantidad de metal que contienen: una pieza
de 5 pesetas-conttiene unas 2P,50 de plata 4 la tasa
actual la plata. Ademés en muchos paises no se per—
mite la venta de objetos de metales lamados « precio-
sos» {oro y plata) sin que esos objetos ostenten
una marca especial (punszon) por la administracién
que impone fitulos lamado legales.

Concibese que de tales disposiciones de espirita ¥
de tales costumbres resulten gran cantidad de pro-
blemas llamados de aligaciin en que los hombres ac-
tuales pierden un tiempo precioso de su corta exis—
tencia.

Al lado de esos problemas hay problemas de ali-

1 o= r

gacidn O de aleacidn interesantes para hombres ra—
- i 2y



mercantﬂ, pucden estudiarse las diferentes propieda-
des de las aleaciones, variando esas propiedades se-
gun las proporciones de los metales aleados v segtn
la naturaleza de esos metales. De esa manera se llega
4 obtener una aleacién apropiada 4 tal 6 cual necesi-
dad. Se necesitan, segun los casos, aleaciones duras,
fusibles, sonoras, etc., y como esas aleaciones no
suelen encontrarse en la naturaleza, cuando se han
obtenido (y para obtenerlas) es intereésante determi-
nar su fitulo, y ese titulo, una vez conocido, es ne—
cesario poder reproducirle, hallindonos entonces
ante problemas de medianas y de particiones propor-
cionales.

Las aritméticas corrientes no suelen contener més
que problemas en que los #ifulos legales, la preocu-
pacion de cambio, \a prdctica de las wionedas vy, de
una manera general, la concurrencia, forman sus da-
tos. Todo eso desaparecera de las aritméticas futuras
para ceder el puesto 4 los Gnicos problemas en que
se tratara de los Zitulos racionales, segin los usos
racionales 4 que se destinen las substancias, 4 la
circulacion de la subslancia ##l y, de una manera
general, al compairerismo cientifico.

Hemos dicho que el titulo de un lingote de oro,
por ejemplo, es la cantidad de oro contenida en el
lingote, 6 la relacién entre el peso del oro y el peso
del lingote. Se puede, pues, preguntar. ¢ Como se
hallara el titulo de una aleacion de oro de var:os lin-
gotes cuyos fitulos y peso .se conocen?

Sean 2 lingotes de oro de 125 y 255 gramos de ti—
tulos 0,900 y 0,800, es decir, conteniendo el uno ¢,900
gramos de oro por kilog del lingote 6 02,900 de oro
y 0€,800 de oro por gramo del lingote, Diré:
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El lingote de 125¢€

contiene en oro 1258 X 0,900 = 1128, 500
El lingote de 255 & |

contiene en oro 2058 X 0,800 =204 &, 000

Los 2 iingo—)
tes aleados pe-i 380 & y contendran en

316 8,500

saran ...... ' oro . ... .. ,
El titulo de la aleacién (relacién del fondo de oro
e, 3168 ,500
con el peso de la aleacién) sera, pues, — T

0,832 aproximadamente.

Puede también preguntarse: ¢En que proporcicn
conviene alear dos lingotes de diferentes titulos para
obtener un lingote de un titulo dado?

Se llegard entonces al caso de la averiguacién de
la proporcién en que debe hacerse una mezcla, y se
tratard de una particion inversamente proporcional
a las diferencias de las titulos de cada [z?zgofe v del
titulo medio.

W H]



CUADROC RECAPITULATIVO

DE LA CUARTA PARTE

Relacion.—Resuitado de una comparacion.

Nimerc.—Resultado de la comparacién entre una plura-
lidal y una de las unidades de esta pluralidad.

Relacion entre dos nimeros.-—Resultado de ia compa-
racion de dos numeros.

Relacion antme’czca 6 por diferencia.— Diferencia entre
dos numeros.

Relacion geométrica 6 por cociente.—Cociente de la di-
visidén de dos numeros el uno por el otro. Pudiendo las rela-
ciones geomectricas ser consideradas como fracciones, todas
las reglas que se aplican 4 las fracciones se aphcan a las
relaciones geométricas.

Propiedades generales de las relaciones.— Una rela-
cidn aritmética no cambia cuando se sustrae un mismo ndimero
2 esos dos términos. Una relacidén geométrica no cambia cuando
se multiplican & dividen los dos términos por un mismo
numero.

Los dos términos de una relacién, pueden ser enteros
fraccionarios 6 fracciones.

Proporcidn.— Expresion de la igualdad de dos relaciones.,

Proporcion aritmeética.—FExpresion de la igualdad de dos
relaciones aritméticas.

Froporcion geométrica. —Expresién de la igualdad de
‘dos relaciones geomeétricas,

fntecedentes.—Primeros términos de cada relacion de
una proporeion. |

LConsecuentes. - Segundos te minos de cada relacion de

na proporeién.
&K’Ei’&”‘%oc —Primera y cuarto términos de una proporcion,
fMedios.—Segundo y tercero términos de una proporeidn
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Propiedades generales de ias proporciones.—Enuna
proporcién aritmética, la suma de los extremos es igual 4 la
suma de los medios. En una proporeién geométrica el pro-
ducto de los exiremos es igual al producto de los medios. De
ahi se sigue que, conociendo tres términos de una proporcion,
se puede hallar €l cuarto,

Cuarta proporcional a tres numeros, el cuarto término
de una proporciéon de la cual los ires nimeros son los tres
primeros terminos.

Propcrciones continuas, aquellas en que los dos medios
son iguales.

Tercera proporcional 6 mediana proporcional, una de
esas dos medianas iguales.

Caleulo de una cuarta proporcional aritmética desco-
nocida.—Separar .de la suma de los medios el extremo co-
nocido.

Calculo de una tercera proporcional aritmeétrica des-
conocida.— Tomar la mitad de la suma de los dos extremos
conocidos.

Calculo de una cuarta proporcional geométrica des-
conocida.—Dividir el producto de los medios conocidos por
el extremo conocido.

Céiculo de una tercera proporcional geométrica des-
conocida.— Tomar la raiz cuadrada del! productc de los
dos extremos conocidos.

Propiedad de una continuacion de relaciones iguales.
—La suma de un numero culquiera de antecedentes (numera-
dores) es 4 la suma de sus consecuentes {denominadores)
como el antecedente de una de las relaciones es 4 su conse-
cuente.

Progresidn.— Serie de relaciones iguales que se continuan
en proporciones continuas; 9, en otros términos, continuacion

numeros en cada uno es mediana proporcional entre el
recedente v el siguiente; segun que las relaciones sean arit-
méticas O geométricas, estas progresiones son aritméticas o
geométricas.

Progresidn aritméiica 6 por diferencia.—Continuacion
de terminos que cada uno excede al precedente 6 es excedido
liferencia o rason.

ﬂ«‘”r

e B T 11
Por ¢l de un mismo numers Hamado



Progresién geoméirica 6 por cociente.— Continuacion
de términos que cada uno contiene al precedente 6 es contenido
por él un mismo ndmero de veces llamado cociente 6 7azo%.

Progresion creciente, aquella cuyos términos van au-
mentando. _

Progresion decrecientg, aquella cuyos terminos van
disminuyendo. _ |

Propiedades principales de las progresiones.—Cono-

ciendo el prisier término y la razoén, se puede hallar el valor

de un término de orden cualquiera dado. Dada una progre-
sion, se puede encontrar su razoén, la suma de los términos.
Conociendo los extremos y la razdn puede hallarse el nimero
‘de los términos. Entre dos términos dados es posible insertar
un namero cualquiera de términos medios, etc |

-Observacion general.—Hemos comparado primeramente
una pluralidad a4 una unidad que de ella formaba parte y
hemos tenido nimeros. Hemos comparado numeros ¥ hemos
tenido relaciones (por diferencia y por cociente ). Hemos com-
parado relaciones entre si y hemos llegado al estudio de dos
relaciones iguales, es decir, 4 las proporciones (por diferen-
cia y por cociente). Hemos comparado proporciones entre
si y hemos ilegado al estudio de las proporciones conti-
nuas y al estudio de las progresiones {aritméticas y geo-
métricas). Vamos ahora 4 comparar progresiones aritméticas
& proporciones geométricas y llegamos al estudic de los
logaritmos.

Logaritmo.— Término de una progresion aritmética co-
rresponde 4 un término de una progresidn geométrica cuyos
otros términos corresponden respectivamente, término 4 tér-
mino, 4 fos otros términos de la progresién geométrica.

Propiedades de¢ los legaritmos. —El estudio de las pro-
piedades "de los logaritmos conduce 4 la construccidn de las
tablas de logaritmos, por medio de las cuales se llega &
grandes simplificaciones en los calculos. En efecto, se llega
& reemplazar multiplicaciones y divisiones por adiciones y
sustracciones, clevaciones 4 potencias y radicaciones por
multiplicaciones v divisiones. Pueden hacerse también todas
as operaciones sobre las fracciones, toda vez que siendo una

-y
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raccion la indicacién de una divisién, para hallar suo loga-~
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ritmo bastara separar el logaritmo del denominador del io-
garitmo del numerador.

Reglas de 3 (aplicacién de la teoria de las proporciones).—
Tienen por objeto hallar el cuarto término de una progresion
conociendo los otros tres.

Regla de 3 simple.—Cuando cada uno de los términos no
se compome mds gue de un solo numero, 5:6::10: «x

Regla de 2 compuesta.—Cuando' uno 6 varios términos
estan formados de varios nimeros, 4 X 3:6::2 x 12: a4

Regla dg 3 simple directa 6 inversa.— Consiste en que,
dadas dos cantidades en relacion directa & inversa y un se-
gundo valor de una de ellas, hallar el segundo valor (desco-
nocido ) correspondiente al otro. |

Regla de 3 compuesta.—Cuando hay mds de dos canti-
dades. Puede referirse 4 dos 0 mds reglas de 3 simples suce-
sivas.

Reduccidn a ia unidad. —Método que consiste, para resol-
ver un problema, en buscar primeramente en qué se convierte
una cantidad cuando otra es reducida 4 la unidad antes de
tomar otfro valor.

rarticiones proporcionales.—Se reparte un nimero en
partes proporcionales 4 niimeros dados, multiplicando respec-
tivamente el numero que ha de repartirse por la relacién de
cada uno de los numeros dados 4 la suma de e50s nimeros.
(Trdtase atn aqui de buscar cuartas proporcionales).

Reglas de sociedad, de interés, de descuente pueden
referirse 4 reglas de 3, & 4 buscar cuartas proporcionales. Es
sensible que 4 la hora presente se Henen todavia los libros de
aritmetica con esas aplicaciones del célculo 4 la concurrencia,
cuando deberfan aplicarse 4 la organizacién del compafie-
rismo. Sin embargo, las reglas de interés y de descuento,
nos sirven de pretexto para explicar la importancia de las
Jormulas de generalizacién que permiten resolver, no sblo
un problema dado, sino todos los problemas del mismo gé-
nero, .

Reglas d2 medianas, aplicacién del cdiculo de una tercera
proporcional aritmética. La mediana entre 2, 3, 4, & # niime-

< . . .o

I . Loz 1 H - s v O e . ¢
fos 8¢ obhiene gividiendo fa suma de estns numeras por 2, 3,



a 246 —

Se obtiene una mediana entre varias cantidades multipli-
cando las cantidades por las cualidades y dividiendo la suma
de los productos por la suma de las cantidades.

La busca de la proporcién en que debe hacerse una- mezcla
se refiere 4 un problema de reparticién proporcional. Tales
son, por ejemplo, los problemas de aleaciones.

F
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Sobre las relaciones, proporciones,
progresiones, logaritmos,
reglas de tres, |
particiones proporcionales, etc.

.1

RELACIONES

¢ Qué se entiende por relacién? por relacidn arit-
metica? por relacion geométrica? | _

:Cémo se escribe una relacién aritmética O por
diferencia? Ejemplos. | |

:Como se escribe una relacién geométrica § por
cociente? Ejemplos. ' |

Enunciar relaciones y hacerlas escribir.

Escribir relaciones y hacerlas leer.

Demostrar que una relacién aritmética no cambia
cuando se aumentan 6 se disminuyen sus dos térmi-
nos de un mismo ndmero. ,

Demostrar que una relacién geométrica no cambia
cuando se multiplican 6 dividen sus dos términos por
un mismo numero.

|

PROPORCIONES

¢ Qué se entiende por proporcidén? por proporcion
aritmética? por proporcién geométrica? por antece-
dente? por consecuente? por extremos? por medios:?
Eiemplos. '

:Cémo se escribe una proporcién aritmetica?

£

:Como se lee? Ejemplos.
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:Cémo se escribe una proporcién geométrica?
:Cémo se lee? Ejemplos.

Enunciar proporciones vy hacerlas escribir.

Escribir proporciones y hacerlas leer..

Demostrar que en una proporcién aritmética la
suma de los dos extremos es igual 4 la suma de los
medios. '

Demosira- que en una proporcién geométrica el
producte de los extremos es igual al producto de los
medios. | |

Demostrar que en una proporcion se puede inver-
tir el orden de los extremos 6 de los'medios; 6 poner
los extremos en lugar de los medios 6 los medios en
lugar de los extremos. -

Demostrar que, conociendo los tres términos de
una -proporcién, se puede hallar el cuarto. "

¢ Qué se entiende por cuarta proporcional 4 tres
nimeros? Ejemplos.

:Qué se entiende por proporcién continua? por
medio proporcional 6 .tercera proporcional? Ejem-
plos. |

Calcular cuartas proporcionales; terceras propor-
cionales. Enunciar las reglas.

II1

PROGRESIONES

Dar ejemplos de continvaciéon de relaciones igua-
les.

Demostrar que en una-continuacién de relaciones
iguales la suma de un mismo nimero cualesquiera de
antecedentes (numeradores) es 4 la suma de sus con-
secuentes {dznominaderes) como el antecedente de
usnia de las relaciones es 4 su consecuente. Ejemplos.

:Quée se entiende por progresién? por progresidn
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aritmética? por progresién geométrica? por razén?
por progresion creciente? por progresiéon decre-
ciente? Ejemplos.

Enunciar progresionas v hacerias escribir.

- Escribir progresiones y hacerlas leer.

Demostrar que en una continuacidon de relaciones
iguales, si s2 quitan los términos de una relacién de
la suma de ios términos correspondientes de las otras
relaciones, se obtiene una relacidn igual 4 cada una
de las relaciones. ' o ®

Dados el primer término de una progresién arit-
mética creciente y la razdén, calcular un término
cualquiera. {Por ejemplo, el cuarto.) Regla. Demos-
tracidn.

Lo mismo, si se trata de una progresién aritmé-
tica decreciente; de una progresién geométrica cre—
ciente; de una progresion geométrica decreciente.

Hallar la razén de una progresidén aritmética; de
una progresion geométrica. Regla. Demostracion.

Hallar la suma de los términos de una progresién
aritmeética; de una progresiéon geométrica. Regla.
Eiemplos.

Demostrar por qué continuacién de ideas, compa-
rando ndmeros, se llega 4 la idea de progresion.
Ejemplos. '

v

LogariTMOS

¢ Qué se entiende por logaritmo?

:Cudl es la utilidad de las tablas de logaritmos?

:Como por medio de las tablas de logaritmos se
puede efectuar una multiplicacion? una divisién? una
extraccién de raices?

:Coémo se encuentra el logaritmo de una fraccién?
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Demostrar cémo puede utilizarse la posibilidad de
encontrar los logaritmos de las fracciones.

Hacer ejercicios de multiplicacién, division, eleva-
cién 4 potencias y extraccién de raices por medio de
la tabla de logaritmos de los nameros de 1 4 100.

v
REGLAS DE TRES Y DE REDUCCION A La UNIDAD

:Qué se entiende por regla de tres? ;A qué reglas
de las proporciones corresponde?

:Qué se entiende por regla de tres sunple? com-
puesta? directa? inversa? Reglas. Ejemplos.

¢ Qué se entiende por reduccién 4 la unidad. Ejem-
plos.

Cierto ntimero de obreros han hecho cierta longi-
tud de obra en cierto tiempo. ¢Cuantos obreros se
necesitaridn para hacer otra,longitud de obra en el
mismo tiempo? (Los alumnos, por medio de esta
pregunta, deberan imaginar por si mismos gran can-
tidad de problemas variados. Algunos de esos pro-
blemas deberan ser escogidos entre las circunstan—
cias de la sociedad actual, otros entre los de una
sociedad razonable.) o

Medir la altura de una caca, de un 4rbol, etc., por
su sombra. Para esto se pone una seiial (un palo
horizontal, un brazo, etc.) 4 cierta altura sobre la
casa, se mide esta altura y la altura correspondiente
de la sombra, lo gue permite establecer una relacién
entre cierta altura y su sombra. La relacién entre la
altura total y su sombra debe ser igual. Si, por
ejemplo, un metro de altura da una sombra de 0m,30
centimetros, tantas veces como haya 0M,30 en la
longitud de la sombra serdn los metros en la alturs
del objeto, Resolver problemas de ese génerc bua-

R e
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cando una cuarta proporcional, y por la regla de tres.
Medir una fraccién de la altura total bastante grande,
después bastante pequefia para darse cuenta de los
mejores procedimientos. Verificar en seguida la al-
tura real si es posible por una medida.

Imaginar igualmente problemas referentes 4 su-
perficies, volumenes, pesos, monedas, etc., etc. Ejem-
plo: Tantos obreros han labrado tal superficie en
tanto tiempo, ¢ qué superficie labrara otro nimero de
obreros en otro tiempo?

Cuando se comience 4 estudiar la fisica y la qui-
mica, imaginense problemas de fisica y de quimica.
Ejemplo: El hierro por cada grado centigrado de
aumento de temperatura aumenta 0,0000122 de lon-
gitud, 0,0000244 de superficie y 0,0000366 de volu-
men, Medir una regla rectangular de hierro y cal-
cular cuanto aumentarid de longitud, superficie y
volumen si se elevase su temperatura tantos grados.

Busdach ha calculado que un individuo de 75 kilo-
gramos de peso contenfa unos 50 kilogramos de

2

agua; es decir, aproximadamente — de su peso. Ha-
3

cer que cada alumno calcule el peso aproximado de
agua que contiene. .

Tomar la teoria de las reglas de tres ¢ imaginar
problemas para cada regla.

Es imposible cocinar bien si no se conccen las
reglas de tres. Hacer numeroscs problemas culina-
rios. Ejemplo: Para hacer tal plato para tantas perso-
nas se necesita tal cantidad de esto, tal de aquello, etc,
¢Qué cantidad se necesitari para tantas personas?
O bien, si se ponen tales cantidades de ingredientes,
ientre cuédntas personas se podrd dividic el man-
ar?

Recety para la jalea de manzanas.—Pélense las



manzanas, después se cuecen en triple cantidad de
agua, se exprime el jugo y se pesa. Se pone en una
vasija de ccbre un peso de azhcar igual & ¥/, del peso
del jugo, y cuando el azicar se pone perlado se le
echa el jugo. Se retira del fuego cuando una cucha-
rada de esa substancia vertida en un plato manifieste
~ la consistencia de la goma. Lo restante de las man-
zanas cocidas y prensadas puede servir para hacer
una mermelada. | ,

Calctlese la pérdida (piel, tanto por ciento). Cal-
cilese cuanto da de jalea y de mermelada 1 kilog. de
manzanas v x gramos de aztcar, Calcilese el azicar
que ha de afiadirse 4 la mermelada, etc.

Hagase por medio de la regla de tres una rela-
cidn cientifica completa sobre la fabricacién de la
jalea y de la mermelada de manzanas.

Todas las ramas de la actividad humana dan lugar
a la aplicacidn de las reglas de tres. Hemos hablado
de la fisica, de la quimica, de la cocina, de la agri-
cultura, etc., que suministran problemas razonables,
y del comercio, que los presenta irracionales. Se
puede afiadir la astronomia, la mecanica, la geode-
sia, etc., etc., desde el punto de vista razonable; v,
desde el irracional, la aplicacion de los conocimien—
tos cientificos 4 la concurrencia, & la matanza, etcé-
tera. (Por ejemplo, los problemas relativos 4 la
construccién y & la utilizacidn de los instrumentos
de guerra destinados & la destrucciéon humana, etcé-
tera)., Como se ve, las reglas de tres son de una
aplicacidén muy general, lo que no es extrafio, dado
que contienen, bajo una forma muy clara, silogismos
correctos. (Véase la l6gica).

En un barco se hallan 21 hembres con viveres
para 30 dias. Durante una tempestad caen 3 hombres:
al agua y el barco se halla desamparade. Los sobre-




vivientes deciden racionarse y reducir su racién %
¢Cuantos dias podran aguantzr en el'mar esperando
socorro?

Hemos visto precedentemente el enunciado de un
problema relativo & un recipiente de forma cilindrica
(pag. 184), que tiene cierta cabida lleno. Se trataba
de medir ¢! contenido en un momento dado. Suponer
un cilindro de esta naturaleza sobre cuya pared in-
terior se desea inscribir: 1.° la altura del liquido;
2.° el nimero de litros contenido en esta altura.
Construir una tabla de cabidas en las diversas al-
turas.

Habituarse 4 la practica de la construccidén de
tablas, 4 fin de construirlas para usos especiales
siempre que convenga.

Por tltimo, en lo concerniente & los diversos pro-
blemas del género de los indicados en este parrafo,
acostumbrarse, dada una regla, 4 imaginar el enun-
ciado de un problema practico y de hallar la solu~
cion del problema por la reduccidén 4 la unidad, por
la busca de una cuarta proporcional. Demostrar que
esos procedimientos son formas diferentes de un
mismo meétodo. Después serd también conveniente
ejercitarse en resolver los problemas por el dlgebra.

VI

PARTICIONES PROPORCIONALES Y REGLAS DE SOCIEDAD

f.éase el problema enunciado pag. 220 ¢ imagi-
nense problemas del mismo génerc con cifras y cir-
cunstancias diferentes. Resolver estos problemas
por el método de reduccién 4 la unidad. Enunciar la
regla de la particién proporcional, Demostrar que
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las operaciones se refieren 4 buscar cuartas propor-
cionales.
Repartir nimeros en partes proporcionales a ente-
ros, 4 fracciones, 4 nimeros fraccionarios.
¢ Qué se entiende por reglas de sociedad? Expli-
car por qué en una sociedad razonable no tendrin
aplicacién estas reglas. ¢Como intervienen la suma
aportada y el flempo en estos caculos?
Imaginar problemas de reglas de sociedad simples
y compuestas del mismo género que los de las pagi-
nas 227 y 230 con cifras y circunstancias diferentes.
Demostrar que se trata simplemente de repartos
proporcionales.
Calcular como se podria repartir cierta cantidad
de alimento { pan, por ejemplo) entre los alumnos de
“una clase proporcionalmente al peso de cada uno.

VIi

INTERES. DESCUENTO

:Qué se entiende por interés? por capital? por
renta? por tasa? por interés simple? por interés
compuesto? Demostrar por qué en una sociedad ra-
zonable los problemas de interés no tendran razén
de ser. Demostrar por qué ea una sociedad razonable
se podra utilizar el método que sirve para resolver
los problemas de interés. |

¢ Que se entiende por férmula? Dar la {drmula que
sirve para resolver los problemas de interés simple
y demostrar por el método de reduccidn 4 la unidad
c6mo se llega 4 esta f6rmula. Dar ejemplos de pro-
blemas de interés simple de los diferentes géneros.

¢Qué se entiende por interés compuesto? Dar la
brmula que permita calcular lo que serd un capital
A 4 interés compuesto al cabo de # afios,

Farfny
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: Qué se entiende por mercanciaz por caudal? por
vencimiento? por efecto de comercio? por hacendista?
por descuento? por descuento fuera? por descuento
dentro? Demostrar que los problemas de descuento no
tendran razdén de ser en una sociedad razonable.

¢Qué {érmulas sirven para resolver los problemas
de descuento?

VI

MEDIANAS, MEZCLAS, ALEACIONES

¢Qué se entiende por mediana entre varios nom-
bres? Ejemplos,

¢ Qué significan las frases siguientes: «La tempe-
ratura media en tal punto durante 30 dias ha sido
18°», «La media de las defunciones en tal punto du-
rante el afto 1905 ha sido de 12 diarias»?

¢Cémo se obtiene una mediana entre varias canti-
dades? Ejemplos.

Un andarin ha caminado durante una semana. El
primer dia recorrié 35 kilémetros, el segundo 28, e!
tercero 31, el cuarto 33, el quinto 29, el sexto 25y
el séptimo 22. ;Qué camino recorrié diariamente
por término medio?

Hacer un paseo. Hacer que los alumnos cuenten
el nimero de pasos que da cada uno en cierto tiempo
hasta el momento en (ue se detiene, y calcular cuin-
tos pasos da cada uno por minuto por término medio.
Tomar después las cifras asi obtenidas y calcular,
segan ellas y refiriéndolas 4 todos los alumnos que
toman parte en el paseo, cuantos pasos por minuto
da un alumno por término medio.

Midan los alumnos la capacidad de los vasos en
que beben v anote cada unc cuantos bebe al dia.
Anétense esas cifras durante el periodo mas largo
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vosible, y determinese la cantidad de liquido bebida
diariamente por término medio durante ese periodo
por cada alumno.

El mismo problema para determinar, por ejemplo,
el peso de pan comido por un individuo durante un
periodo; etc.

El mismo problema para determinar la cantidad
de trabajo {en longitud, superficie ¢ volumen, por
ejemplo, marcha, labor de un campo, cavado, etcé-
tera) efectuado por término medio por un individuo
durante un periodo, 6 por unos individuos durante
este periodo, efectuando cada uno una cantidad de
trabajo diferente.

Imaginar problemas de. mezclas analogas al pro-
blema enunciado en la pagina 233, variando la hatu-
raleza de los productos y los precios. Determinar el
precio medio de una mezcla. Demostrar por qué ta-
les problemas no tendrin de ser en una sociedad
razonable. _

:Qué se entiende por aleacién? por amalgama?
“ por lingote? por titulo? | -

Sabemos que el titulo de una aleacidn es la rela-
cién de peso del metal llamado precioso con el peso
total de la aleacién. Por consiguiente, para obtener
el titulo de una aleacion se ha de dividir el peso del
metal precioso por el pesc de la aleacién. Un objeto
de oro contiene 312 gramos de oro y 104 gramos de
cobre. ¢ Cual es su titulo?

Imaginar problemas andlogos 4 los problemas pa-

ginas 240 y 241, variando las cifras.
: Para qué servird el estudio de los problemas so-

bre las aleaciones en una sociedad razonable?
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QUINTA PARTE

—La conservacion de los numeros.
_—Losnémeros positivos y negativos.
—La aritmética generahzada
——Conclusxon

Fara asegurarse de que los
alumnos comprenden bien esta
quinta parte, los profesores les
-haran formular problemas cuyo
enunciado encontraran en los
ejercicios, y la explicacién. en
el curso de esta quinta parte y
en las partes precedentes. Es
bueno habituar los alumnos 24
explicar en alta voz 4 sus ca-
maradas sus ideas sobre los di-
ferentes puntos resefiados.

frad
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L.os . nameros

Hemos demostrado en todo el curso de este estu—
dio que la aritmética es una ciencia experimental
como las otras ciencias; que, como las otras ciencias,
tiene un objeto w#ilitario, v que, como las otras
ciencias, es abstracta, es decir, que tiene por objeto
el estudic de ciertas propiedades de los cuerpos,
quedando voluntariamente olvidadas las otras pro-
piedades. Puede, pues, decirse que las prop-iedades
estudiadas son abstractas (del latin ABSTRACTUM == se-
parado) lo mismo que las propiedades omitidas son
voluntariamente olvidadas. Pero no debe ‘perdei‘se de
vista que la abstraccién pertenece 4 la fisica en tanto
que se refiere a propiedades reales de los cuerpos.
No es metafisica, porque la metafisica es lo que esta
fuera de la fisica (META = fuera).

La abstraccidon de que se ocupa la aritmética es el
numero, es decir, la’ propiedad que tienen los cuer—
pos de formarse en grupos, y se ha convenido en
considerar un nimero como el resultado de la com-
paracién de una pluralidad {grupo) con una unidad.
LA ARITMETICA NOS SUMINISTRA EL MEDIO DE COMPA—
RAR UTILMENTE TODOS LOS GRUPOS ENTRE Si, DE DAR
NOMBRE A TODOS LOS GRUPOS, DE EVALUAR RAPIDa-
MENTE TODOS LOS GRUPOS, DE SEGUIR TODOS LOS GRU-
POS EN SUS DIFERENTES MODIFICACIONES, DE DAR NOM-
BRES APROPIADOS A TODOS LOS GRUPOS MODIFICADONS Y
A TODOS 3US ELEMENTOS CONSTITUTIVOS { PLURALIDA-
DES, UNIDADES, FRACCIONES ).

Conservacién de los nimeros

Hemos visto en otro lugar (¥) gue la substancia se

(%Y Veéanse la Cariilla v La Substancia universal.
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conserva, y que podemos seguirla & través de todas
las transformaciones sucesivas, sin que haya pérdida
ni aumento.

Se sigue de ahi que, siendo la aritmética el estudio
de los grupcs de substancia, esos grupos pueden
variar al infinito, pero los niimeros de que estan for-
mados no pueden ser creados ni destruidos. Resultan
de las reuniones diferentes, pero lo que les consti—
tuye subsiste 4 través de las diversas transformacio-
nes. Se llega a concebir el numero, es decir, la
relacién que existe entre el grupo y la unidad, como
pudiendo ser puesto bajo formas muy diversas y, por
consiguiente, como pudiendo ser expresado por sim-
bolos diversos, segin la manera en que se agrupen
los elementos constitutivos de este nimero (plurali-
dades, unidades, fracciones) y segun la manera en
que se agrupe este numero con otros numeros.

Transformaciones de los niimeros

De una manera general las transformaciones que
sufren los nimeros pueden referirse 4 dos grupos de
operacion (sintesis, anilisis) segun se reunan cuer—
pos separados & se separen cuerpos reunidos. Los
simbolos que corresponden 4 la sintesis y al anélisis
son -+ que indica la reunién y — que indica la se-
paracion. |

Estos simbolos que son los mas generales, no son
los solos. Hay otras que = aplican 4 reuniones repe-
tidas y &4 separaciones repetidas, como X, como los
exponentes de las potencias, como I, como los indices
de las raices, etc. Se llega, pues, & representarse
ios ntmeros acompafniados de esta idea, que han de
ser reunidos & otros numeros ¢ separados de otros
nimeros.
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Nameros positives y negativos

Se lama ndmero positivo el que esta precedido
del signo -, v nimero negafive el que estd prece-
dido del signo —.

Esta concepcion de los nimeros negativos es muy
importante, v nos permite considerar unos grupos
como faltando & otros grupos. Ejemplo: Sea un
manzano cargado de manzanas y un cesto que lleno
de esas manzanas cada vez que lo necesito. Hay en
un momento dado 6 manzanas en el cesto; me las pi-
den v las doy. En seguida otra persona me pide 3
manzanas, y puedo considerar, no sélo que .tengo el
cesto vacig, sinc que, cuando se llene otra vez, de-

eré, sobre el niimero que resulte, tomar 3 para dar-
las entonces, puesto que no puedo hacerlo al pre-
sente. Para recordarme de ello, podré, conforme 4
las nociones de aritmética que poseo, poner en el
cesto un papelito con esta inscripcion «— 3 man-
Z4anas ».

Operacion sobre los niimeros positives y

negativos

Para adicionar numeros positivos sabewmos gque
basta adicionarios sin fener en cuenta el signo -+
gue los precede v de hacer seguir la swuma del
signe --. En efecto, cada uno de esos nimeros re-
presenta un nimero que se ha de afadir, su suma
representara la suma de los nimeros que han de
anadirse,

Asi misme, la suma de nGmeros negativos que re-
presenta una suma de nimeros que han de separarse,
para adicionar nimeros negatives, se les adiciona
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Stz tener en cuenia €l signo — ; v Se hace preceder
la suma del Ssigng —.

Ejemplos + 5 — 5
+ 10 — 10

~+ 8 — 8

4 43 — 43

= -+ 66 = — 66

Para adicionar nimeros positivos y negativos, se
hace le suma dz los nitmeros positivos, la de los ni—
meros negalivos, Se Sustrae la suma menor de la
snayor y Se pone delante de lo diferencia el signo de
los miimeros cuya Suma es mayor.

En efecto, esto equivale & expresar el resultado
de las operaciones parciales indicadas por los signos.

Ejemples -+ 3 — 3
— 10 4+ 10

+ 8 — 8

— 13 4 43

—  — 40 = 4+ 40

Para comprender bien esto, péngase el ejemplo
anterior del cesto de manzanas. El signo <4 indicara
las manzanas que estan en el cesto, y el signo — las
manzanas que faltan en el cesto. Si hay, por ejemplo,
5 manzanas y 8 manzanas, y si faltan 10 y 43, falta~
ran en definitiva 40,

Para sustraer uno de otro dos numeros positivos,
O dos niimeros negativos, 6 un nimero positive de un
RIULIMErD WEFALITO, & Un BUMErO NeLalivo de un -
mero positivo, se cambia el signo del nitmero gue ha
de sustraerse y se adiciona conforme a4 las reglas
precedentes.,
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- Ejemplos : o
de — 20 de — 2 de -+ 20
sustraer — 2 sustraer — 20 sustraer — 2
de — 20 de -+20 de 4 2
sustraer + 2 sustraer 4+ 2 sustraer -+ 20
= — 22 = — 18 — — 18

Para la multiplicacién v la divisién indicaremos
solamente aqui las reglas.

~+ multiplicado ¢ dividido por 4 da +

— multiplicado ¢ dividido por — da -

- multiplicado J dividido por — da —

— multiplicado o dividido por + da —

Estas reglas se deducen de las definiciones de las
operaciones y de las de los nimeros positivos y ne-
gativos. Por ejemplo, se dird multiplicar — 16 por
+ 2 es repetir — 2 veces — 16,-lo que da por pro-
ducto — 32,

Ecuaciones

Se llama ecuacidn (del latin £QUARE — ronalar)
Ja expresién de la igualdad existente entre varias
cantidades equivalentes. Ejemplo: 23 — 4 —i— =12
+ 5+ 6 — 3. En efecto, si ejecuto los calculos,
- puedo reducir esta ecuacién 4 la identidad 20 — 20.

Se Uamam miembros de la ecuacion las dos par-
tes que se encuentran 4 derecha y 4 izquierda del

signo =. De ese modo el conjunto 23 — 4 4 1 es un
miembro, y el conjunto 5 4 6 — 8 es el otro miem—
bro.

Se llaman #%minos las cantidades precedidas de
los signos 4 ¢ —, 6 aquellos en que el signo - estd




sobreentedido (por ejemplo 23 y 12 que comienzan
los dos miembros). Un término puede estar com-
puesto de varias canfidades. En el dlgebra veremos
que la expresién de una multiplicacién ¢ de una divi-
sion 14 X 8 6 14 | 8 no constituyen méas que un solo
término compuesto de 2 cantidades 14 y 8. _

En la ecuacién que hemos tomado como ejemplo,
lo mismo que en la ecuacién siguiente 28 4 2 = 19
~+- 6, todas las cantidades son conocidas. Podemos,
por el contrario, hallarnos frente 4 ecuaciones que
contengan cantzdades desconocidas. hjemplos 23 + 2

— 194 x, 623+ 2 = x.

En este Gitimo ejempio se percibe inmediatamente
el medio de hallar el valor de x. Basta adicionar los
dos términos del primer miembro 23 y 2 y se tiene

x = 23.

En el ejemplo 23 4+ 2 = 19 -} x nos hallamos tam-
bién ante un caso sencillo, pero mas complicado que
el precedente. Pueden ocurrir casos mas complicados
aun, en los que se necesitara una serie de operaciones
para hallar el valor de una ¢ de varias incégaitas.
Encontrar, por medio de operaciones.efectuadas so-
bre una ecuacidn el valor de una é de varias incégni-
tas, se ilama resolver una eciacicn.

Una ecuacién puede contener incognitas afectadas
de exponentes. Asi x*+ 12 =28 6 y? 2 —5=14,
El exponente mas elevado de las incOgnitas determina

lo que se llama el grado de la ecuacién. Asi x24 12
== 28 es una ecuacion de primer grado con una in-
cogaita, y ¥+ x* — 5 == 4 es una ecuacién de se-
gundo grado con dos incdgnitas.

Lo poco que dejamos indicado demuestra ya los
servicios que puecde prestar el estudic de las ecua—
ciones para la solucién de los problemas,
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Solucién de una ecuacién de primer grado

con una incoégnita (indicacion)

Para resolver una ecuacién con una incdgnita,
conviene plantear todas las cantidades conocidas en
uno de los miembros, y todas las cantidades des-
conocidas er el otro, como estaba en la ecuacion
23 4+ 2 = x, que acabamos de resolver.

Se trata, pues, de estudiar los medios de hacer
que pase un término cualquiera de un miembro en
otro. Sea, por ejemplo, la ecuacién 23 - 2=19 + x.
Quito 19 de cada uno de los dos miembros, lo que no

cambia el valor de la ecuacién, y tendré 23 + 2 —
19 == x, de donde x =— 6.

Observaré que 19 ha pasado de un miembro al
otro cambiando su signo -4~ en —,

Razonando asi, llegaré & determinar que una
cantidad, cambiando de miembro, cambia de signo
{menos se convierte en mas, multiplicado por se con-
vierte en dividido por, potencia se convierte en raiz,
y reciprocamente). En resumen, si se cambia una
cantidad de lado.

-+ se convierte en —
- » +
X > :
° _ > pd
1 Ik
« «  {potencia) » 1/ (raiz}.
i 1
3/ (raiz) » -« {potencia).
Itjemplos: A
18 + x = 20. Paso =+ 16 al segundo miembro vy
tengo el valor de x, que es x = 20 — 186.

x — 16 = 20, Paso — 16 al segundc miembro ¥y
tengo el valor de x, que es x = 20 ~+ 16,
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x X 363 x = 18. Paso 3 al segundo miembro ‘y

tengo el valor de x, que es x = 18 | 3.

x136 ’; — 18, Paso 3 al segundo miembro ¥y
tengo el valor de x, que es x = 18 X 3.

x? = 81. Observo que si 81 representa x elevado

al cuadrado, la rafz de 81 representard x y tendré:
— /5L
;} x = 9. Observo que si 9 representa la raiz
cuadrada de x, 9 elevado al cuadrado representara x
v tendré x = 9°.
Aplicacién de las ecuaciones 4 la solucion
de los problemas

Lo que hemos dicho de las ecuaciones tiene por ob-
jeto demostrar en qué consisten y su utilidad. En 4l-
gebra se demostraré que todo problema puede plan-
tearse en forma de ecuacidn.

Ejemplo: he dado 3 manzanas, me quedan 14.
: Cuéntas manzanas tenia antes de, dar parte de ellas?
Dirfa: x manzanas — 3 =14 6 x — 3 = 14. De
donde x = 14 -4 3.

El algebra ¢ aritmética generalizada

Hemos dicho (primeros principios) que el digebra
es aritmética generalizada v permite calcular los nt-
meros, no sélo de un sistema de numeracidn, sino
expresados de cualguier manera. A este efecto los
nGmeros se representan en algebra por letras toma-
das arbitrariamente. Para representar los datos co-

§]
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idos de un problema se ha convenido en emplear
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las primeras letras del alfabeto «, 5, ¢, etc. y las 4l-
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timas letras... x, p, =z, sirven para representar ias
incognitas.

Ejemplo @ <+ x == 4. Se resolverd esta ecuacion
haciendo pasar 2 al segundo miembro, y se dira
X = 0—a. _ N

La ventaja del método algébrico consiste en que,
reemplazando en un problema particular las cifras
por letras, se renuncia & establecer el resultado de
las operaciones, pero se describe la marcha de esas
operaciones para llegar 4 una férmula que permita
resolver el problema y todos los del mismo gé-
nero,

Ejemplo: Si quiero generalizar el problema ante-
rior, diré. «He dado cierto nimero de manzanas,
me quedan tantas, ¢cuantas tenia?» Si convengo en
representar el nimero de manzanas dadas por a, el
resto por ¢ y-el nimerg desconocido por x, diré x —
a = 6. Y la férmula de solucién de todos los proble-
mas de este género, y dando el valor de x, serd x =
6 4+ a, que se puede traducir diciendo: «El nimero
de manzanas que tenia es igual al resto m4s el nt-
mero de manzanas que he dado».

Es de notar que toda férmula matematica puede ser
traducida al lenguaje ordinario, y sies verdad que
las férmulas matematicas son una orientacién hacia
el lenguaje cientifico universal del porvenir, es indis-
pensable 4 este efecto que los individuos sean capa—
ces de comprender inmediatamente el sentido de las
férmulas.

En lo que concierne 4 las formulas del dlgebra,
bastara que los alumnos hayan comprendido bien que
una vez un problema convenientemente transcrito en
forma de ecuaciones, el estudio del dlgebra suminis~
tra el medio de resolverie. Este estudio es indispen—
sable 4 todos los individuos razonables que deseen




hallar rapidamente lo que buscan con el minimum de
esfuerzo. I

Conclusion

Hubiéramos podido demostrar aqui que la aritmé-
tica conduce & muchas. otras ciencias. De hecho nin-
guna ciencia es posible sin el'auxilio de la aritmética,
ya que no puede existir ciencia fuera de las ideas de
cantidad y de medida. ‘ | |

El estudio que hemos hecho aqui de la aritmética
elemental basta para demostrar que los humanos ac—
_tuales poseen las nociones necesarias para la organi-
zacién de su felicidad, y que se dan actualmente un
mal muy inutil para organizar su desgracia. No hay
esperanza de organizar la felicidad humana fuera de
la ciencia. Cada vez que un individuo mas comprende
esta verdad, la humanidad entera se acercaal periodo
razonable.
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CUADRO RECAPITULATIVO
DE LA QUINTA PARTE

Los grupos.—La abstraccién de que se ocupa la aritmética
es el niimero, es decir, la propiedad que tienen los cuerpos
de formarse ¢n grupos, que conviene comparar entre si para
reconocer en qué se asemejan 6 en, qué difieren. La aritmé~
tica nos suministra el medio de nombrar todos los grupos
y de modificar sus nombres siguiendo las modificaciones de
es0s grupos. '

Ei transformismo de los nimeros. —Asi comprendida la
aritmética, nos permite concebir fisicamentelos niimeros, gru-
pos de cuerpos {unidades) de diferentes 6rdenes de grandor.
Ningtin numero se pierde; ninglin ntmero se crea; todos los
numeros se transforman. Conforme se explica en la Primera
Parte, un numero que aparece 6 desaparece representa la
transformacion de ciertas agrupaciones de unidades en otras
agrupaciones del mismo orden &6 de dérdenes diferentes, Se
puede afirmar enel estado de nuestros conocimientos, que
cuando una agrupacion natural «apareces es 4 expensas de
otras agrupaciones que se han modificade 6 han «desapa-
recido»; y que cuando una agrupacién natural «desapareces»
es en beneficio de otras agrupaciones que van 4 modificarse
0 & «aparecers».

NUmeros positivos y negativos.—De esa manera se pueden
clasificar las transformaciones diversas de los nimeros en
dos grandes grupos de operaciones: reunién, desunién, 6
sintesis y andlisis, 6 adicién y sustraccién 6 -y —, v se
ilega 4 concebir los niimeras como positivos 6 negativos, es
decir, como debiendo ser reunidos 4 otros nimercs 6 sepa-
rados de otros numeros.

Operaciones sobre los nimeros positivos y negatives.—
Adicidn.—Se adicionan ntmeros positivos sin tener en

cuenta su signo, y se hace preceder ia suma del signo - =
Se adicicnan numercs negativos sin tener en cuenta su 3
signo — y s¢ hace seguir la suma del signo —
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Se adicionan nimeros positivos y negativos haciendo la
suma de los numeros positivos, la de los numeros negativos,
sustrayendo la suma menor de la mayor y poniendo de-
lante de la diferencia el signo de los numeros cuya suma es
la mas fuerte.

Substraccién.—Se sustrae el uno del otro dos niimeros positi-
vos, 6 dos numeros negativos, 6 un numero positivo de un
numero negafivc 6 un numero negativo de un positivo,
cambiando ei tipc del niimero que ha de sustraerse 0 adi-
cionando conforme 2 las reglas anteriores.

Multiplicacién y division. |

-+ multiplicado ¢ dividido por 4 da —+
— multiplicado ¢ dividido por — da -
- multiplicado ¢ dividido por — da —
— multiplicado ¢ dividido por - da —

Ecuacion.—Expresién de la igualdad existente entre varias
cantidades equivalentes.

Miembros.—Las dos partes 4 derecha y 4 izquierda -del
signo — | - '
Teérminos.—Las cantidades precedidas de los signos < 6 —

Incognitas.— Pueden estar contenidas en ecuaciones.

Solucién de las ecuaciones.—Para hallar el valor-de una
incégnita se trata de llegar 4 que sea uno de los términos y
que las cantidades conocidas sean el otro término.

Grado.—Las incognitas pueden ser afectadas de exponentes.
El exponente mas elevado determina el grado de la ecua-
cion.

El &lgebra, aritmética generalizada, permite calcular los nii-
meros expresados de cualquier manera. En las ecuaciones
los datos conocidos se representan por las primeras letras
del alfabeto, Ios datos desconocidos por las Gltimas le-
tras. Operando de ¢ste mode. se llega 4 formulas que per-
miten resolver, no solamente un problema determinado,
sino todos los del mismo género.

Conclusién.—Los conocimientos humanos deben ser utiliza-
dos para la felicidad humana. En particular la aritmética,
que suminisira el medio de calcuwlar v de medir, de ser co-
nocida de todos los que deseen organizar logicamente una
sociedad razongble.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

de la aritmética generalizada
I

CONSERVACION Y TRANSFORMACION DE LOS NUMEROS
NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS

Demostrar que los nimeros se conservan y se

transforman. Demostrar, por ejemplo, que una man~
zana comida ¢ podrida no es una unidad aniguilada,
sino una unidad que se resuelve en cantidades de
partes que se convierten en unidades de Ordenes di-
ferentes de grandor. Dar otros ejemplos.

¢Qué se entiende por nmeros positivos y negati-
vos? Ejemplos.

¢Como se adicionan numeros positivos? ndmeros ne-
gativos? ndmeros positivos y negativos? Ejemplos.

L.as mismas preguntas para la sustraccién, la mul-
tiplicacidn, la divisién. Ejemplos.

:Que se entiende por ecuacién? por miembros de la
ecuacién? por téiminos? por incdgnitas? por ecua-
ciones de primero, segundo y tercer grados? Ejem-
plos. |

:Qué se entiende «por resolver una ecunacidéns?
Ejemplos. .

Demostrar que la busca de una cuarta proporcio-
nal equivale 4 resolver una ecuacién. Ejemplos.

Resolver las ecuaciones siguientes:

x 4 100 — 7 = 105.

Py ,
— == 2100.
¢
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Plantear ecuaciones simples y resolverlas,

Se tiene en un cesto cierto numero de tomates que
no se han contado. Se han dado 26 y se han recibido
15. En este momento se cuentan los tomates y se ve
que hay 20. ;Cuintos tomates habia en el cesto al
principio? Plantear la ecuacidn de este problema y re-
solverla,

He distribuido un saco de nueces entre 19 nifios.
Cada uno de ellos ha recibido 23 nueces. ;Cuantas nue-
ces habrd en el saco? Plantear la ecuacién de este
problema y resolverle. | |

He subido cierto nimero de pisos de 21 escalones
cada uno y he contado 126 escalones. ¢Cuantos pisos
he subido? Plantear la ecuacién de este problema y
resolverle. ‘ |

:Qué se entiende por algebra?

Generalizar estos tres problemas, empleando letras
en lugar de cifras, y hallar las férmulas que permi-
ten resolver todos los problemas del mismo género.
Traducir estas férmulas en lenguaje ordinario.

Demostrar que la base de la aritmética es experi-
mental, que su objeto es utilitario y que es imposible
ocuparse de una ciencia cualquiera sin conocer la
arirmética. |

Demostrar que en las sociedades irracionales ac-
tuales las ciencias en general y la aritmética en par-
ticular se utilizan en vista de la concurrencia, y que
en la sociedad razonable han de utilizarse en vista del
CORLPaAneriSmo.

Demostrar que el conocimiento de la aritmética vy
de la aritmética generalizada (4lgebra), permite efec-
tuar cantidades de trabajo, ganar tiempo y disminuir
el esfuerzo.
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